5 Tema5

5.1 Eleccion de variables independientes.

Para un sistema fluido las variables termodinamicas necesarias para la descripcién de un
estado de equilibrio son (T, V, N). Las funciones termodindmicas se pueden expresar
en términos de estas variables, por ejemplo U(T,V,N), S(T,V,N), F(T,V,N), etc.
Para simplificar el argumento durante esta seccién, supondremos que la masa, N, es
constante (sistema cerrado). Si tomamos la energia interna U(7,V, N) y tenemos en
cuenta que N es constante, dN = 0, se puede escribir

ou ou
= (5r) (o),

Similarmente para la entropia S(N,V,T),

s = (3_5) dT + (8—5) v,
AT )y vV )y

o para la energia libre de Helmholtz

or oF
= (o), (o),

o cualquier otra funcién que sea de interés.

Es posible sustituir algunas de las variables termodindmicas originales por otras. Por
ejemplo, podemos eliminar la temperatura 1" en favor de la energia interna U, susti-
tuyendo 7' = T(U, N, V), una relacién que se obtiene despejando 7' de la relacién
U = U(T,V,N). Si expresamos la entropia en términos de U, V' 'y N, S(U,V,N)
tenemos (recordar que estamos tomando dN = 0 en esta argumentacién):

dS = @ dU + % dV.
oUu VN oV UN
Usando la relacidon fundamental,

dU = TdS — pdV, (5.1)

en la forma dS = dU/T + pdV /T, obtenemos por comparacién con la forma diferencial

anterior:
1_ (95 p_ (95
T \oU ),y T \OV ),y
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Hay un sinfin de posibilidades. Por ejemplo, podemos también eliminar la temperatura
en funcién de la entropia T'(S,V,N) y expresar la energia interna en funcién de la
entropia como U (S, V, N), con la forma diferencial asociada:

aw= () a5+ (L) av
95 )y n V) sx

Comparando esta expresion con dU = T'dS — pdV llegamos a

(WY (U
a aS V,N7 P= av S,N.

También podriamos sustituir el volumen por la presién usando la ecuacién de estado
p(T,V, N) para despejar V=V (T, p, N). Recordemos que habiamos definido la entalpia
H = U + pV. Su diferencial es dH = dU + pdV + Vdp que, al substituir la ecuacién
fundamental (5.1), queda como dH = T'dS+Vdp. Esta expresién nos dice directamente
que considerando la funcién H(S,p, N) se tiene

T:<3_H) | V:<3_H) _
oS o op SN

El que dU = TdS — pdV o que dH = TdS + Vdp tengan formas particularmente
sencillas en términos de variables o funciones termodinamicas fundamentales (entropia,
presion, volumen, temperatura) nos dice que las variables naturales o candnicas de la
energia interna son (S, V, N) y no (T,V, N) y que las variables naturales de la entalpia
son (S, p, N). Por variables naturales entendemos aquellas en las que la forma diferencial
adopta una forma sencilla en términos de variables termodindmicas fundamentales. Uno
puede elegir las variables termodindmicas que le plazcan para describir un sistema fisico,
pero algunas relaciones matematicas son mas sencillas eligiendo unas variables u otras.
Uno puede elegir U(S,V,N) y usar dU = T'dS — pdV o elegir U(T,V,N) y escribir
dU = CydT — pdV, pero Cy no es una variable o funcién fundamental como pueda ser
oU

la entropia. El calor especifico se define com C'y, = (8_T
de U(T,V,N).

Es posible hacer elecciones mas exdticas, asi podemos eliminar p en funcién de la
variable z = pV/ como hicimos en el diagrama de Amagat. Muchas de estas elecciones
tienen su interés en la resolucién de determinados problemas en fisica o ingenieria.

Una representacién usual y 4til para algunos procesos es elegir las variables (7', .5)
(otra vez a N constante) para hacer el llamado diagrama entrdpico. Recordemos que
en el diagrama (p, V') usual para sistemas fluidos el trabajo hecho por el sistema al
pasar del punto (p1, V1) al (ps, V2) viene dado por ff pdV usando la funcién p(T,V, N)
que corresponda al proceso en cuestién. Si usamos el diagrama (7',.5) el drea bajo
una trayectoria reversible (77,5;) — (1%, 5,) corresponde al calor recibido durante el

proceso Qp = ff dQpr = ff TdS. Imaginemos ahora que el proceso 1 — 2 corresponde

) y es una funcién derivada
V,N

. . . . . 2
a un ciclo reversible (siendo el punto 2 equivalente al 1). Entonces las integrales fl se
transforman en integrales a lo largo de un ciclo §, de manera que Qr = ¢ T'dS mientras
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que Wg = ¢ pdV. Como al recorrer un ciclo entero las funciones de estado no cambian,
tenemos AU = 0 = Qg — W de donde se deduce § pdV = § TdS. Las areas dentro
de un ciclo reversible son las mismas en un diagrama (p, V) o (T, 5)*.

Un ciclo de Carnot tiene una representacién sencilla en un diagrama (7, .S). Las isoter-
mas I" =constante son rectas horizontales mientras que las adiabaticas S =constante

son rectas verticales. Durante cada isoterma el calor intercambiado es () = TAS, de
manera que el rendimiento es:

n 1_@_1_T2(52—51) _1_§
Ql T1 (SQ - Sl) Tl
seglin el resultado ya conocido.
!
7
-
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Fic. 8.3. Diagrama entrépico. a) Transformacién reversible. b) Ciclo de Carnot.

La eleccién de unas variables u otras y el hecho de que la entropia sea una funcién
de estado (junto a las ya conocidas: presidn, volumen, temperatura, energia interna,
etc.) permite deducir una serie de relaciones matematicas. Por ejemplo, tomamos
para un sistema fluido como variables independientes la temperatura 7" y el volumen V
(seguiremos considerando un sistema cerrado donde el niimero de particulas, la masa, es
constante). Habiamos definido los coeficiente calorimétricos Cy y ¢ de tal manera que
dQ) = CydT + ¢dV, como ademdas dW = pdV el primer principio es

dU = d@Q — dW = CydT + (¢ — p)dV
y la relacién fundamental T'dS = dU + pdV lleva a

Cy l
dS = —dI'+ =d
S T + T V

Esto se puede expresar diciendo que la transformacién de coordenadas (p, V) — (T, S) tiene jacobiano
igual a 1.
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Como dS y dU son diferenciales exactas? obtenemos
oCy _ d(l —p)
WV )N B oT V,N7
oCy/T)Y  _ (o)
oV TN oT V’N'
Unas manipulaciones sencillas llevan a:
op
¢t = T =] .
(a7,
_aCV - T 8_217
ov ), orz ),

Por tanto, si conocemos la ecuacién de estado p = p(7,V, N) y el valor de la capaci-
dad calorifica en un solo punto Cy (T, Vg, N), podremos conocer ¢ directamente y Cy
mediante integracion:

14 azp
Cy(T,V,N) = Cy(T,Vy, N) +T/ av (= .
Vo o172 ),

Si ahora consideramos que las variables independientes son la presién p y la temper-
atura 7', resulta conveniente trabajar con la entalpia H(T,p,N) = U(T,V,N) + pV
donde en el lado derecho debemos reemplazar V' por la funciéon que se sigue de la
ecuacién de estado V (T, p, N). Asi dH = dU + pdV + Vdp = dQ + Vdp y usando los
coeficientes calorimétricos d() = C,d1" + hdp, se tiene

dH = CydT + (h + V)dp.

Que, al ser una forma diferencial exacta, implica
(5 )= (o)t (57)
)y T ), v oT p7N'
Para la entropia se tiene 7'dS = dU — pdV = dH — Vdp = C,dT + hdp o
C, h
= — T e
dsS - dT + po,
C, h
(%) (1)

dp oT ’

T.N N

implicando a su vez:

2Recordemos que si tenemos una funcién f(x,y) tal que df = a(z,y)dz + b(x,y)dy se deduce de la

igualdad de las derivadas segundas que (g;) = (gg)y
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LGN __h 1(0h
T\ )py T2 T\OT),\
Manipulando estas expresiones llegamos a:
o ()
or),
2
(5.~ (),
dp TN oT DN

Si combinamos las férmulas anteriores para ¢, h con las relaciones entre esas cantidades
y Cy, C, deducidas en un capitulo anterior llegamos a la llamada relacién de Mayer:

dp ov
_ 72 v
a-cv=1(5p),, (57),

a*’TV

RT

C,—Cy =

en términos del coeficiente de dilatacidon « y el de compresibilidad isoterma x7.

Por dltimo, mencionaremos las ecuaciones 7T'dS que nos dan la variacién de la entropia
en funcién de las variaciones de (T, V'), (T, p) o (V,p) a nuestra eleccién en un proceso
reversible T'dS = dQ):

oV
TdS = C,dT —T <ﬁ)pdp,

Tis = Car+1(2) av
ar ),

TdS = MV + udp.

5.2 Potenciales termodinamicos

El segundo principio afirma que ASuiverso = 0. Para calcular el cambio de entropia del
universo tenemos que calcular el del sistema y el del entorno, lo que puede ser engorroso.
Hay algunas ocasiones en las que es posible relacionar el cambio de entropia del universo
con propiedades unicamente del sistema y entonces se puede calcular ASuiverso = 0
usando solo funciones del sistema, lo que es mas conveniente. Los dos casos en los que
esto se puede hacer de manera sencilla son aquellos procesos que ocurren a volumen
y temperatura constantes y aquellos que ocurren a presién y temperatura constantes.
Ambos procesos responden a situaciones experimentales comunes.

Si un proceso ocurre a volumen constante, el trabajo es cero dW = pdV = 0. Por
lo que el primer principio aplicado al sistema dice AUsema = @sistema- POr otra parte el
calor que recibe el bafio térmico que estd a una temperatura 7' constante es —Qgistema Y
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_Qsistema _ _AUsistema
T T

la variacién de entropia del bano es ASpar0 = . La variacién de

entropia del universo es:

A Usistema

ASuniverso - ASsistema + ASbaﬂo = ASsistema - T

y se puede calcular usando solo funciones de estado del sistema. Es costumbre definir la
funcién llamada de energia libre de Helmholtz 3 F = U — T'S de manera que

AF; sistema — _TASuniverso-

Para un proceso que ocurre a temperatura Yy VOIUmen Constantes, el Segundo prinCipiO
ASuniverso Z 0 nos ”eva a
AF'sistema S 0

correspondiendo la igualdad a los procesos reversibles. Realmente lo que hemos usado
es que el sistema no ha hecho trabajo. La conclusién de que AFjgema < 0 se puede
generalizar a cualquier proceso en que no se haya hecho trabajo aunque haya cambiado
el volumen, por ejemplo en una expansién libre de un gas.

Si tenemos ahora un proceso a presidén constante, el trabajo es Wigema = pAV y el
calor intercambiado por el sistema es Qgisema = AUsistema + PAV', que sabemos que se

puede escribir como AQisema = AH, el cambio de la entalpia. El cambio de entropia

—Qy _AH.
~ sistema sistema . -7 7 .
del bafio es ASpaio = T = T . La variacién de entropia del universo es:
AH@istema
ASuniverso = ASsistt;—:ma + ASbaﬁo = ASsistema - T

y, otra vez, se puede calcular usando solo funciones de estado del sistema. Se introduce
ahora la funcién energia libre de Gibbs *, definida por G = H — TS = U +pV — TS,
de manera que

AG(sistema = _TASuniverso-

Para un proceso que ocurre a temperatura Yy presién constantes, el segundo principio
dice que
AG(sistema S 0

correspondiendo la igualdad a los procesos reversibles. Mas generalmente, esta desigual-
dad es valida para cualquier proceso en el que el tnico trabajo sea el trabajo de expansién
pdV'.

El nombre de energia libre que se le da a la funcién F' tiene que ver con una in-
terpretacién fisica. Supongamos ahora que un sistema evoluciona siguiendo cualquier
proceso (reversible o no) del punto inicial 1 al final 2, ambos de equilibrio. Segin el

3Hay libros, preferentemente pero no exclusivamente en la literatura quimica, que usan la letra A
(del aleman Arbeit, trabajo) para designar a la energia libre de Helmholtz. De hecho, la ITUPAC
recomienda usar la letra A y llamar a esta funcién energia de Helmholtz. A F' a veces se le llama,
sencillamente, funcién de Helmholtz.

4También se le llama energia de Gibbs, funcién de Gibbs o entalpia libre.
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primer principio, el trabajo que hace el sistema (positivo o negativo) esta relacionado
con el calor mediante W = @Q — AU = Q + U; — U,. Supongamos ahora que el entorno
del sistema es un foco térmico a una temperatura constante 7. Durante el proceso
del sistema, su temperatura puede ser cualquiera (o incluso no estar bien definida) pero
como los estados 1 y 2 son de equilibrio sera 77 = T, = T'. Al ser el foco a temper-
atura constante y absorber un calor —() (recordemos que +@) es el calor recibido por el

sistema) el cambio de la entropia del foco es ASp.z, = —7 Si la energia del sistema

ha cambiado en ASggema = S2 — S7 €l principio de aumento de la entropia del universo
dice que
Q

ASsistema + ASbaﬁo - S2 - Sl - T > 07
o que T'(Sy — S1) > Q. El trabajo que hace el sistema satisface
W:Q—AU:Q+U1—U2ST(SQ—S1)+U1—U2:F1—F2:>W§—AF

Es decir, en un proceso que ocurre interaccionando con un bafo a temperatura con-
stante, la mdxima cantidad de trabajo que podemos obtener es igual a la disminucién
(fijémonos en el signo —AF’) de la energia libre de Helmholtz. Fijémonos que no estamos
suponiendo que el sistema es un sistema fluido para el cual dW = pdV/, el razonamiento
aplica a cualquier sistema que haga cualquier tipo de trabajo, por ejemplo una reaccién
quimica que genera corriente eléctrica que se usa para hacer mover un motor eléctrico
que hace subir un peso.

Si el proceso fuera adiabatico, () = 0, el trabajo que extraeriamos de él seria igual
integramente a la disminucién de su energia interna W = —AU = U; — U,. Lo que
nos dice la segunda ley es que si un proceso ocurre a temperatura constante la maxima
cantidad de trabajo que podemos obtener es igual a la variacién de la energia libre de
Helmholtz W < Wy = —AF = F} — F5. Como F = U — TS es equivalente a decir
que hay una cantidad de energia, T'S, que no sirve para hacer trabajo en un proceso
cuyas temperaturas iniciales y finales sean las mismas. La energia que si podemos usar,
la “energia libre”, es FF =U —TS.

Si en un proceso irreversible no se hace trabajo (por ejemplo en una expansién libre)
ya hemos visto que el segundo principio se expresa como AF < 0. Esto lo interpre-
tamos como que en ese proceso irreversible disminuye la capacidad del sistema para
hacer trabajo, es lo que antes habiamos denominado “trabajo perdido” en el proceso
irreversible.

Es posible dar una interpretacion parecida a la energia libre de Gibbs. Para ello
suponemos un sistema que hace un proceso pasando del punto 1 al 2, ambos de equilibrio,
en presencia de un bafio que proporciona una temperatura 7' constante y una presién
p también constante. Recordemos que durante el proceso no podemos asegurar que la
temperatura y la presién del sistema seran siempre iguales a 7"y p respectivamente,
pero si podemos afirmar que 77 = 15, = T, p; = po = p ya que los estados iniciales
y finales son de equilibrio. El sistema es completamente general y durante el proceso
puede haber hecho trabajo de expansién p(V2 — V}) y cualquier otro tipo de trabajo
que llamamos Wy (el trabajo que no es de expansién). El primer principio nos dice
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que p(Vo — Vi) + Wy = @ — AU. El mismo razonamiento anterior nos lleva a que
Q < T(Sy —S;), de manera que

Wi =Q+ Uy = Uy +pVi —pVo < Uy — Uy +pVi —pVo + TS, =TS
En términos de la energia libre de Gibbs G = H —T'S = U + pV — T'S, escribiremos
Wi < G1 — Gy = —AG

Es decir, en aquellos procesos que se realizan en un entorno de temperatura y presién
constantes, el maximo trabajo (no de expansién) que podemos obtener del sistema es
igual a la disminucién de la energia libre de Gibbs. El interés de la funcién de Gibbs
radica en que son muchos los procesos que ocurren en un ambiente a temperatura y
presion constantes (lo tipico en un laboratorio o la naturaleza) y entonces nos limita la
cantidad de trabajo que podemos obtener de cualquier proceso.

Las nuevas funciones que hemos definido F' y G son funciones de estado y pueden
escribirse en términos de las variables termodinamicas que nos sean mas adecuadas,
sea (T,V,N), (U,V,N), (U,p,N), (S,U,N), etc. Sin embargo hay un conjunto de
variables ("variables candnicas”) en las que cada funcidn se expresa de manera “mas
natural”. Ahora veremos qué queremos decir con esto.

5.3 Variables canonicas

Hemos razonado que las variables candnicas de la energia interna son U(T,V, N) y las
de la entalpia H(7T,p, N). Veamos ahora la energia libre de Helmholtz. De su definicién
F=U—-TS se sigue

dF =dU —TdS — SdT = —pdV — SdT

. _(9F _g_(9F
P=\ov ) 7 7 \oT ) s

y nos hace ver que la energia libre de Helmholtz se expresa en sus variables candnicas:
F(T,V,N).
Finalmente, para la funcién de Gibbs G =U + pV —T'S

dG = dU + pdV + Vdp — TdS — SdT = Vdp — SdT

(), (5)
dp TN oT DN

y nos dice que la energia libre de Gibbs se expresa en sus variables canénicas: G(T', p, N)°.

de manera que

que conduce a

5Hay una regla mnemotécnica que consiste en escribir las iniciales de la frase Good Physicists Have
Studied Under Very Fine Teachers, o Goya Pinté Hace Siglos Una Verdadera Fuente Térmica, o
cualquier otra que se le ocurra al alumno, en los vértices y aristas de un cuadrado, empezando por
una arista. Las variables candnicas de una arista son las de los vértices adyacentes: las de G son
T,p, las de H son p, S, lasde U son S,V y las de F son V,T.
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Recordemos que la energia interna y la entropia son funciones extensivas. Eso quiere
decir que en términos de sus variables naturales se puede escribir

S(U,V,N) = Ns(u,v),
US,V,N) = Nu(s,v), s=S/N,v=V/N,u=U/N.

Esto se traslada al resto de potenciales termodindmicos deducidos a partir de ellos:

H(S,p,N) = Nh(s,p), h=H/N,
F<T7 V? N) = Nf(T7 ,0)7 f = F/N7
G(T,p,N) = Ng(T,p), g=G/N.

5.4 Relaciones de Maxwell

El que las existan funciones de estado tiene una consecuencia directa sobre sus derivadas.
Aplicando el resultado de la nota 2 a pie de pagina a la forma diferencial dU = T'dS—pdV

obtenemos
oT op
) —_ (= 2
(5v). = (55), 52)

que se denomina primera relacion de Maxwell. Las siguientes salen de considerar la

forma dH =TdS + Vdp
oT ov
(). (3s), -

), (),

5)-63),

Las relaciones de Maxwell son importantes porque (i) permiten deducir toda una se-
rie de igualdades matematicas entre funciones (igualdades que se han de verificar en
el laboratorio), (i) permiten calcular algunas funciones de estado a partir de medi-
das de magnitudes mas sencillas. Tomemos, por ejemplo, la entropia cuya definicién

( dQr

ds = T) puede no ser lo mds adecuado desde el punto de vista experimental.

la dF" = —pdV — SdT lleva a:

yladG =Vdp— SdT a

Sin embargo, si queremos saber cémo cambia la entropia al variar el volumen, usamos
(5.4) y el hecho de que la derivada en el lado derecho se puede obtener tinicamente a
partir de la ecuacién de estado y las relaciones entre derivadas parciales ya desarrolladas

(relacién ciclica): oy _ o siendo o = 1o Ky = L como
“\aT ), kr ~vier), """ v\ap),
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oS «
<W)T = HJ—T de donde

2
Q@
S(T,Vy, N) = S(T,Vi,N) +/ aVv —
1 KT
que permite estudiar la variacién de la entropia en términos de magnitudes deducibles
de la ecuacidon de estado.

5.5 La transformada de Legendre

La transformada de Legendre es una manera de obtener una funcién L(z) a partir de
otra f(x). Para ello se define z = f'(x) y de aqui se despeja x(z). Para este paso es
esencial que la ecuacién z = f’(z) tenga solucidn dnica, es decir, que f'(x) sea inyectiva.
Esto se consigue, por ejemplo, si f(z) es una funcién estrictamente convexa o céncava®.
Finalmente se define

L(z) = f(2(2)) — z2(2), 2= [f'(x),

Veamos un ejemplo, sea f(z) = 2%, como f’(z) = 2x = 2 tenemos la relacién x(z) =
2/2 y la transformada de Legendre es

La derivada de la funcién transformada de Legendre es:

) = pa@)ee) - () - alz) = —2(2)

donde hemos usado que f’'(z(z)) = z. Se puede escribir:
df = zdzx, dL = —xdz.

Para la derivada segunda:

yo oy PL(z) d (dL(z)\ _ dx(2) e T T
L(z) = dz2 dz < dz ) N dz dz(z)  d*f(z)  f"(x)
dx dx?

Por tanto, si f(z) es una funcién estrictamente concava (derivada segunda negativa)
entonces L(z) es una funcién estrictamente convexa (derivada segunda positiva). Si

®Una funcién es estrictamente convexa si f(Az+(1—\)y) < Af(x)+(1—=N)f(y),¥A € (0,1),z # y.
1+ o
2
suficiente es que la segunda derivada sea estrictamente positiva f”(z) > 0. Una funcién f(z) es
céncava si —f(x) es convexa. En la literatura matemadtica se suele usar el concepto de funcién

cbéncava como la que nosotros (fisicos) hemos definido como convexa y viceversa.

1 1
Esta condicién se puede relajar a f( ) < 5]"(11) + 5]”(1:2), x1 # x2. Una condicién
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f(z) es una funcidn estrictamente convexa entonces L(z) es una funcién estrictamente
céncava. Como la condicién para que una funcién tenga transformada de Legendre es
que sea estrictamente concava o convexa, resulta que se puede definir la transformada de
Legendre de la transformada de Legendre. Es un ejercicio demostrar que la transformada
de la transformada es la funcién original.

Si tenemos una funcién de dos variables f(z1,x2) podemos hacer la transformada
de Legendre respecto a la primera variable, la segunda, o las dos. El proceso es una
generalizacién inmediata del que hemos definido para una variable.

Of (w1, 72)
0y
x1(21, 2) (suponemos que es posible encontrar de manera univoca la funcién inversa).

Definimos

(i) Respecto a la primera variable. Definimos z; = ( ) y de aqui despejamos
x2

L1(21,$2> = f([E1<Zl,I2>,ZE2)—21$1(217ZE2)

. Of (1, x2)
°T ( Oy )xl

(ii) Respecto a la segunda variable. Definimos 2z, = (

Of (1, 72)
0o
jamos x5(x1, 22) (suponemos que es posible encontrar de manera univoca la funcién

inversa). Definimos

) y de aqui despe-
x1

Ly(x1,22) = flx1,z2(x1, 22)) — 2022(x1, 22),

Zy = (af(§;;$2)>

(iii) Respecto a las dos variables. Definimos z; = (

81‘1 8:52
y de aqui despejamos 1 (21, 22), X2(21, 22). Definimos la doble transformada de Legendre
como

8f(x17:1:2)) 2 = (8f(3?1>$2))

L12(21, 2’2) = f($1(21, 2’2), $2(21, 2’2)) - Zliﬂl(zl, 2’2) - 2’2$2(2’1, 22)

o 8f(x1,x2)
T ( O, )IQ

En lo que respecta a las diferenciales, de df = zydx; + z2dxs, se sigue:

dL1 (Zl, x2> = —;Ulel + ngxg,
dLQ(.CEl, 22)

dng(Zl, ZQ) = —Jflel — J]QdZQ

z1dry — x9d2o,
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expresando los lados derechos de cada igualdad en funcién de las variables relevantes de
la funcién del lado izquierdo.

La transformada de Legendre tiene una interpretacion grafica que, en el caso de una
variable, es como sigue:

Si z = f'(x) es la pendiente en un punto de la curva y = f(z), entonces la coordenada
en el origen de la recta tangente en el punto = es L(z). La ecuacién de la recta tan-
gentees y(x) = za+L(z), o L(z) = y—zx, la definicién de la transformada de Legendre.

A Transformada de Legendre
2
e P
o+ e
U a¥
)
S
+ o :
< X
‘ l Inclinagao:
2 P =tan a
A l
BTy p-Y-¥
- X-0
1Y

5.6 Condiciones de equilibrio: Principio de maxima
entropia. Principio de minima energia

El segundo principio nos dice que la entropia de un sistema aislado aumenta en un proceso
irreversible. Un proceso irreversible se puede iniciar, por ejemplo, cuando estamos en
una situacién de equilibrio con unos valores de (U, V', N) dados y variamos de manera
subita las condiciones externas. Por ejemplo, podemos abrir una espita y permitir que
un gas (ideal) ocupe un volumen V' > V' en condiciones, por ejemplo, adiabaticas.
La pregunta es jlo ocupard?. La condicién final es (U,V,N). Como S(U,V,N) >
S(U,V',N) (la dependencia es S o logV') el proceso es espontdneo. La entropia
aumenta y toma el valor (maximo) que corresponde a las nuevas condiciones externas.
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El estado inicial donde el gas ocupa solo un volumen V'’ sigue disponible para el sistema,
pero éste de alguna manera “decide” no limitarse a V'’ sino ocupar todo el volumen
disponible. El estado (U, V', N) es un estado “virtual” respecto al estado de equilibrio
(U,V,N). Podemos escribir este estado virtual como (U, V, N; V') afiadiendo el valor
de la variable V’/ como indicador de ese estado virtual respecto al estado de equilibrio
(U,V,N). Podemos considerar otros estados virtuales, estados que son compatibles con
los valores globales (U, V, N) pero que no son de equilibrio. Lo serian si afiadiéramos
alguna ligadura externa adicional que “obligara” al sistema a cumplir esa ligadura. Un
estado virtual podria ser considerar que el volumen total se divide en dos V =V, + 1},
de manera que las particulas se repartan N = N; + Ny y la energia U = Uy + Us.
Un estado virtual seria un estado (U, V, N; Uy, Vi, N1) (no es necesario decir qué valen
Uy=U-U,Vo =V =V}, Ny = N — Nj). Ese estado virtual podria ser un estado
de equilibrio si impusiéramos al sistema a estar en él mediante un proceso hipotético
cuyo resultado sea que haya dos gases ocupando los estados (U, Vi, Ny) y (Us, Vo, N»)
y separados mediante una pared adiabatica, rigida y no porosa. Si llamamos E al estado
de equilibrio y 'V al estado virtual (respecto a E), el proceso V. — E es espontaneo,
pero no el inverso E — V.

La transicidon del estado virtual V al estado de equilibrio E puede ser incluso mas
general y no tener por qué mantener constante la energia U, el volumen V' y la masa
N. Podemos, por ejemplo, tener una reaccién quimica dentro de un recipiente cerrado
adiabaticamente a volumen constante. Si en el estado inicial (antes de la reaccién) ten-
emos dos gases (Uy, V, N1), (Us, V, Ny), después de la reaccién tenemos un estado final
que se caracteriza por una energia U = U; + U, la misma presién p y unos nuevos valores
del nimero de dtomos de cada gas Nj, V) (el nimero de dtomos del producto resul-
tante se obtiene de Ny, Ny, Ni, N} segiin la estequiometria de la reaccién). Si el proceso
(U, V,N;Uy;, N1) — (U, V,N';U{,V, Nj) es espontdneo habrd habido un aumento de
entropia. Una vez se ha producido el proceso, el estado de partida (U, V, N;U;, Ny) es
un estado virtual respecto al de equilibrio (U, V, N’; U{, Ni). Si el proceso es adiabatico
pero a presion constante, es la entalpia la que se conserva y podemos considerar al
estado como (H,p, N; Hy, N])

En general, pues, un estado de equilibrio vendra caracterizado por unas valores de
las variables termodindmicas (71, Z, . ..; X1, Xa,...) = (Z; X) siendo los valores de |a
variables X; determinados completamente por los de las variables Z;. Las variables Z;
son las variables termodinamicas elegidas para la caracterizaciéon del estado de equilibrio
(y responden a ligaduras externas) mientras que las X; son variables, macroscépicas, que
respondes a ligaduras de variables internas. Cuando los valores de X; no corresponden
a los que deben tener por no estar en equilibrio, decimos que el estado (Z; X’) es un
estado virtual compatible con las ligaduras externas.

Un estado virtual pasa espontdneamente al estado de equilibrio. El segundo principio
nos dice que la entropia del sistema de equilibrio es mayor que la del sistema virtual.
Llegamos a la conclusién de que el estado de equilibrio es aquel que maximiza la en-
tropia respecto de las variables que representan las ligaduras internas compatibles con
las ligaduras externas.

Veamos un ejemplo antes de seguir. Tenemos un gas ideal encerrado en condiciones
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adiabaticas caracterizado por las variables Z = (U,V, N). Un estado virtual es, por
ejemplo, que el gas ocupe solo un volumen V; del recipiente, estado (U,V,N;V;). La

entropia de este estado es

S(U,V,N; W) = S(U, V1, N)

V;
= NkIn aoﬁl

U

N

( >1/(v—1)

Como funcién de V; estd funcidon es mondtona creciente, por lo que el volumen debe
ser lo mas grande posible compatible con las ligaduras externas que, en este caso,
nos dice que Vi < V, de manera que el valor de equilibrio es V; = V y el gas ocupa
todo el volumen. Sigamos con el mismo ejemplo. Imaginemos el estado virtual en el que
la energia del gas se divide de manera asimétrica entre los dos volimenes V/2 (y que
contienen cada uno el mismo ndmero de particulas). El estado virtual es (U, N, V;Uj)
y su entropia es la suma de los dos subvoliimenes

N
—kIn
2

N
—kIn
2

(

%4
ag—

N

S(Uy,V/2,N/2) + S(U — Uy, V/2, N/2)
V/2

U, 1/(v=1) N i V/2 U—U, 1/(v=1)
L FEELS N P e
N/2 2 N/2 N/2
2 4U1(U _ Ul) 1/(v=1)
N2

Plot3D[Log[Ul (U-Ul)], {U, 0, 2}, {Ul, O, 2}]

Plot[Log[Ul (1-Ul)], {Ul, 0, 1}]
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El méximo de esta funcién estd en U; = U/2 que es el valor esperado de equilibrio. Se
puede ver facilmente que la entropia de este estado es la de equilibrio S(U, N, V;U/2) =

S(U,N,V).

La fuerza de este resultado es tal que algunos autores’ lo elevan a una categoria fun-
dacional. La Termodindmica se puede fundamentar postulando que existe una funcién
de estado S(U, N, V), llamada entropia, que satisface:

1.- Los valores que toman las variables de estado en equilibrio son aquellos que maxi-
mizan la entropia condicionado a las ligaduras externas.

2.- La entropia de un sistema compuesto es la suma de los subsistemas constituyentes.

L. Tisza y H.B. Callen han sido los impulsores y principales defensores de este método, que ha sido
desarrollado de manera pedagdgica y completa en el libro de H.B. Callen Thermodynamics and an
Introduction to Thermostatistics, que ha creado una escuela termodindmica.
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Esta formulacidn constituye una alternativa a la tradicional, en términos de mdquinas
y focos térmicos, rendimiento, etc.

Resumiendo, si tenemos un estado de equilibrio caracterizado por unas variables Z
y unos estados virtuales (Z; X') compatibles con Z, los valores que toman X en el
equilibrio son aquéllos que maximizan S(Z; X). Para un sistema aislado en un volumen
fijo, variables adecuadas son Z = (U, V, N). La condicién de maximo se escribe como

S(U,V,N; Xeq) > S(U,V,N; X), Xeq#X.
Por tanto, si variamos X con respecto a sus valores de equilibrio, tenemos
08 =S(U,V,N; Xeq+0X) — S(U,V,N, Xq) <0, 6X #0. (5.6)

Lo que nos lleva al enunciado del principio de maxima entropia: En todo proceso
virtual de un sistema aislado en equilibrio en el que la energia, el volumen y la masa
permanezcan constantes decrece la entropia.

Es importante entender que la relacién (5.6) es vélida para cualquier valor de X, no
necesariamente pequeiio. La entropia en el estado de equilibrio es un maximo global
con respecto a todas las posibles variaciones virtuales del estado de equilibrio®. En el
caso de una variacién infinitesimal de una de las variables X, una condicidn necesaria
es imponer que el punto de equilibrio es un maximo local, lo que implica:

oS %S
(5% ) 0. (5¢) <0 i= 1M
9X; UNV | x =X, X; UNV | x—x,

Es decir, la entropia S(U, V, N; { X, }i=1.. ) tiene un maximo con respecto a { X;}i—1._m
dadas las ligaduras externas (U, V, N).

El principio de maxima entropia (que sustituye a la segunda ley) se puede enunciar
de manera equivalente usando el principio de minima energia interna: En todo
proceso virtual de un sistema en equilibrio en el que la entropia, el volumen y la masa
permanezcan constantes® crece la energia interna:

SU=U(S,V,N; Xeg + 6X) — U(S,V,N, Xog) >0, 6X #0. (5.7)

Expresado con la condicién de minimo local,

2
(8U) :o,(ig) S0, i1, M
0X; S,N,V X=Xeq aXi S,N,V X=Xeq

En otras palabras, la energia interna U(S,V, N;{X,;},—1.. ) tiene un minimo con re-
specto a {X;},—1__ dadas las ligaduras externas (S, V, N).

8Un maximo de la entropia local que no sea un maximo global serfa estable frente a perturbaciones
pequefias pero no frente a grandes perturbaciones. Podria representar un estado metaestable.

9Fijémonos que este proceso no puede corresponder a un sistema aislado porque no se pide que la
energia interna sea constante. De hecho, si la entropia del sistema permanece constante mientas
se hace el proceso virtual E — V tiene que aumentar la energia en algln otro sitio para satisfacer
el segundo principio.
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Es posible dar dos demostraciones distintas de la equivalencia entre los principios de
mdxima entropia y de minima energia interna. La primera demostracién hace uso de la
versién en forma de extremos locales, mientras que la segunda es mas general (pero algo
mds abstracta). Vamos a demostrar primero la versién en forma de extremos locales.
Para simplificar notacién, vamos a considerar una Unica variable X y entendemos que
las derivadas se hacen a V, N constantes y tomando después de derivar las condiciones
de equilibrio. Las condiciones de maximo de la entropia son:

(85 =0 (03) <"
0X U,V,N T\oX? U,V,N ‘

ou . . : : ,
. Por la relacién ciclica y las reglas de manipulacién de derivadas
S,V,N

0X
parciales, tenemos:

SeaBE(

(ax)
(8U) _ 0X UV,N
S,V,N '

e ()
U ) xvn
En el equilibrio 1 = @ deducimos:
T ou Xeg,VIN
Be-T (8—5) o, (5.8)
X ) yvn

que dice que U(S) es un extremo. Para ver que es un minimo, calculamos la derivada se-
gunda'® (eliminamos V' 'y N como subindices de las derivadas para simplificar notacién):

QU (0BY _(0BY (QU\ (0BY _(0BY L (0BY _ (0B
0X2), \0X /)y \oU) \0X /), \0X/), \oU/, 0X ), \oX),’
al ser B = 0 la condicién de equilibrio. Usando (5.8) esto es igual a:

oT oS 08 B (0T 0*S 08
- (5), (%), 7 (), 7 (%), (50), - (522), >

(B =0 en el equilibrio). Esta es la condicién de minimo para la energia interna.
Vamos ahora por la segunda demostracion prometida. Reescribamos los dos principios:

Maixima entropia: 6U = 0,6V =0,6N =0=05 <0 (5.9)
Minima energfa interna: 65 = 0,0V =0,6N =0= 06U >0 (5.10)

Imaginemos que se cumple el principio de maxima entropia (5.9), pero no se cumple el
de minima energia interna (5.10). Entonces seria posible encontrar un proceso virtual a

Yigualamos dB = (4%) dX + (48),dS y dB = (48),dX + (38) dU después de sustituir
dU = (§%) s dX + (55),, 48
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partir de un estado de equilibrio E — V' en el que se cumpla 65 = 0,0V = 0,0N =
0,6U < 0 (no puede ser U = 0 porque entonces de (5.9) se seguiria S < 0).
En ese proceso virtual hemos anadido alguna ligadura interna. Hagamos este proceso
E — V y afladamos un proceso reversible V. — V'’ aumentando su energia interna
mediante intercambio de calor hasta que U(V’) = U(E). En esta transicion V! — V
no hemos afiadido ninguna ligadura adicional de manera que V'’ resulta ser un estado
virtual respecto a E pero si hemos aumentado la entropia (hemos dado calor). Pero
este estado virtual tiene la misma energia que el EE pero mas entropia, en contra del
principio de maxima entropia por el que todos los estados virtuales de E tienen una
entropia menor.

De una manera parecida se demuestra que el principio de minima entropia interna
conduce al principio de maxima entropia. Imaginemos que no se cumpliera el de maxima
entropia y pudiéramos hacer el proceso virtual E — V' anterior, en el que se verifica
0S > 0,0V =0,0N = 0,6U = 0. Bastaria entonces con hacer el proceso (reversible,
recordemos que el proceso inverso lo era) V. — V'’ extrayendo energia del sistema y
disminuyendo su entropia hasta que S(V’) = S(E) para llegar al estado V' que es
virtual respecto a E pero con una energia menor, en contra del principio de minima
energia interna.

ligadura

:

Que el problema de maximizacién se pueda enunciar de dos formas distintas tiene
alglin simil geométrico. Una esfera se puede concebir como la regién del plano que tiene
el perimetro minimo dada un area fija, o la que tiene una drea maxima dado un perimetro
fijo.

La curva S(U; X) ha de tener una forma peculiar para que se puedan satisfacer los
dos principios a la vez:
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Hay que hacer notar que la condicién de maximo para la entropia es la de un maximo
absoluto. Si un sistema estd en el auténtico equilibrio termodindmico su entropia es
maxima con respecto a todos los estados virtuales que se pueden alcanzar a partir de
ese estado de equilibrio. Sin embargo, puede darse la situacion de maximos relativos
de la entropia. Esos maximos son estables con respecto a pequenas variaciones de las
ligaduras internas, pero no con respecto a variaciones arbitrarias de las mismas ligaduras.
Si el maximo de S(U; X') con respecto a X es relativo se trata de un punto metaestable,
si es absoluto es un estado estable de equilibrio. idem si el minimo de U es un minimo
relativo o absoluto.

Hemos deducido estas condiciones de extremo a partir del principio de aumento de
la entropia para un sistema aislado. En el caso de procesos que ocurran a volumen,
masa y temperatura constante, el segundo principio se enuncia como AF < 0. De
donde deducimos mediante un razonamiento similar al que hicimos para la entropia de
un sistema aislado el principio de minimo de la energia libre de Helmholtz: En todo
proceso virtual de un sistema en equilibrio en el que la temperatura, el volumen y la
masa permanezcan constantes aumenta la energia libre de Helmholtz.

Principio de minimo de la entalpia: En todo proceso virtual de un sistema en equilibrio
en el que la entropia, la presidon y la masa permanezcan constantes aumenta la entalpia.

Principio de minimo de la energia libre de Gibbs: En todo proceso virtual de un sistema
en equilibrio en el que la temperatura, la presidn y la masa permanezcan constantes
aumenta la energia libre de Helmholtz.
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En ecuaciones:

Minima energia libre de Helmholtz: 67 = 0,0V =0,0N =0=6F >0
Minima energia libre de Gibbs: 67T =0,0p =0,0N =0 = 0G > 0
Minima entalpia: 6S =0,0p=0,0N =0=0H >0

Las dos primeras desigualdades se pueden obtener como un caso particular de la lla-
mada desigualdad de Clausius. Sea un sistema que estd en interaccién con un baho
a temperatura 1" y presién p constantes. Aplicamos el principio de minima energia al
universo=sistema+bano. Para ello consideramos un proceso virtual a volumen constante
en el que la entropia del universo no cambia pero, necesariamente, aumenta su energia
interna: 0Suniverso = 0Ssistema T 05baio = 0, OUuniverso = OUsistema + OUpaiioc > 0. Por
el primer principio 0Upaio = 0Qbaio — OWhaiio- Al ser el bafio a temperatura y presion
constante, 0Qpaio = 10 Shasio Y O Whaio = —P0 Viaiio. Como el volumen total es constante
5%aﬁo = _5‘/5istema y IIegamos a:

0< 5Uuniverso = 5U§istema + 5Ubaﬁo = 5Usistema - T(;Ssistema + pév;istema
o, eliminando los subindices que entendemos que hacen referencia al sistema:
oU —T6S 4+ pdV > 0,

conocida como desigualdad de Clausius. Como G = U + pV — TS, si py T son
constantes, tenemos G = 0U —T'6S + pdV > 0, el principio de minimo para la energia
libre de Gibbs. Es trivial repetir el argumento suponiendo que el volumen del bafio (y el
sistema) es constante (en vez de la presidn), en ese caso no hay trabajo en el bafio y nos
queda la expresién 0U —T'6S > 0 que es equivalente a 6 F' > 0 recordando la definicién
F=U-TS.

Para la deduccién del principio de minima entalpia, conviene considerar un sistema a
presidon constante con paredes adiabaticas de manera que la entalpia es constante. El
sistema se caracteriza por (H,p, N) en vez de por (U,V, N). Podemos repetir ahora
todo el razonamiento anterior para deducir el principio de maxima entropia: En todo
proceso virtual de un sistema en equilibrio en el que la entalpia, la presién y la masa
permanezcan constantes decrece la entropia.

Maxima entropia: 0H = 0,0p=0,0N =0= 05 <0

y rehaciendo el argumento que llevé al principio de minima energia interna llegamos al
de minima entalpia.

Vamos a ver un ejemplo de aplicacién de los principios de mdaxima entropia y de
minima energia interna aplicados al mismo problema. Consideramos dos sistemas que
se ponen en contacto mediante una pared diatérmica, rigida e impermeable, de manera
que solo se permite el intercambio de energia entre los sistemas. Podemos hacer el
experimento de dos maneras: en condiciones de energia interna constante o de entropia
constante. Si lo hacemos con energia interna constante, los estados virtuales del sistema
compuesto seran caracterizados por (U, Vi, Va, Ny, No; Uy = U — Us) y tendrdn una
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entropl’a S(U7 ‘/17 ‘/27 N17 N27 Ul = U_UQ) - SI(U17 ‘/17 N1)+52(U2 = U_U17 ‘/27 NQ)
Darse cuenta de que no suponemos que los dos sistemas sean “idénticos” (el mismo gas,
por ejemplo) ya que las ecuaciones para la entropia pueden ser distintas para cada
subsistema. La variable que da lugar a los estados virtuales es U;. ;Qué valor adoptara
U, en equilibrio? Aquél que maximice la entropia

dS(Ua‘/la‘/ZavaN%Ul =U — UQ)

=0
al,

Uy=U!

Sustituyendo S(U,Vvl,‘/g,Nl,Ng;Ul =U — UQ) = Sl(Ula‘/laNl) + SQ(UQ =U —
df(Us) _ df(Us)dUs _ df(Us)

dU, dUs dU, — dUs
ya que Uy = U — U;. Las derivadas se hacen manteniendo V, N constantes

<35'1(U1,V1,N1)> _ (352(U2>‘/2,N2)>
8U1 Vi,N1 aUQ Va,No

Uy, Vi, Ny) y derivando mediante la regla de la cadena

U=y Up=US

pero esas derivadas son el inverso de la temperatura de cada subsistema. De manera que
llegamos a T} = T5. La condicién de equilibrio es que la energia se reparta entre los dos
subsistemas de tal manera que las temperaturas sean iguales. Todavia mas: si los dos
subsistemas que estan en equilibrio, pero no en equilibrio mutuo, se ponen en contacto
a través de una pared rigida, impermeable y diatérmica, habrd una redistribucién de
energia hasta que se alcance el equilibrio mutuo. Si inicialmente los dos estados de
equilibrio son (UM +6U, V), NW) (U — §U, V@ N®), y al ponerlos en contacto
los nuevos valores de equilibrio mutuo son (UM, VI NW) (TR V@) N@)) el cambio
de entropia del proceso ha sido:

0S = S(final) — S(inicial)
[S(l)(U(l), VO NDY L @U@ vy N(2))}
— [5(1)([](1) + 66U, VO, N(I)) + 5(2)<U(2) — U, v, N(2))}

1 2
= — (&) oU + (@) SU
ou®) VN oU2) Vo) N
1 1
N R
(hemos supuesto que dU es una cantidad pequefia). Como debe ser S > 0 (proceso
espontdneo) se sigue que si T > T2 entonces ha de ser 6U > 0 lo que dice que
al poner juntos los dos subsistemas la energia fluye del que tiene temperatura mayor
(sistema 1) al que la tiene menor (sistema 2). La diferencia de temperaturas (realmente,
la diferencia del inverso de temperaturas) es lo que determina la direccién del flujo de
energia entre los dos subsistemas.
Podemos analizar el mismo problema desde el punto de vista del principio de minima

energia interna. Para ello tenemos que permitir que los sistemas intercambien calor con
el entorno de manera que la entropia total (no la energia) permanezca constante. La
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energia interna de cada subsistema es una funcién de la entropia Uy (S1, Vi, N1), Uy (Ss =
S — 51, V3, Ny) y la condicién es la minimizar Uy + Us bajo la condicién de S constante.
Sin mas problemas llegamos a:

(aUl(Ub ‘/17 Nl))
05, Vi,

_ <8U2(S27 ‘/27 N2)>
055 Vo N

Si=57" Sp=5

otra vez la condicién 17 = T5. La misma solucién que antes, como debe ser.

5.7 Condiciones de estabilidad

En todos los ejemplos que hemos dado de los principios de maxima entropia y minima
energia, realmente solo hemos usado la propiedad de extremo (derivada primera igual
a cero), no propiamente la de maximo (segunda derivada negativa) o minimo (segunda
derivada positiva). Esto es lo que vamos a considerar ahora.

Antes de ello, vamos a deducir propiedades generales para los potenciales termodinamicos.
Comencemos por la entropia. Si tenemos dos sistemas idénticos (U, V, N') en equilibrio
con entropia S(U, V, N) y los ponemos en contacto, el sistema compuesto estd también
en equilibrio y la entropia del sistema total es 25(U,V, N). Ahora introducimos en el
sistema compuesto un proceso virtual en el que una cantidad de energia U se lleva de
un sistema a otro. Esto es salirnos del equilibrio y el estado virtual tiene que tener una
entropia menor que la del sistema en equilibrio:

S(U — 6U,V,N) + S(U + U, V,N) < 25(U,V, N)

Una funcién f(x) que satisface esta desigualdad f(x — dz) + f(z + dz) < 2f(z) se
dice que es una funcién estrictamente céncava. Es facil ver que esto es equivalente!! a

T +x T1)+ (@ o ./
f (%) > w Geométricamente, el valor de la funcién en el punto

medio tiene que ser mayor que el promedio de los valores de la funcién. Desarrollando
en el limite U — 0 hasta segundo orden

s (6U)? [ 928
S(U,V,N) — 6U (%>V7N+ . (W o

oS (GU)? (25
—|—S(U,V,N)+(5U (@)VN—F 5 (W .

< 28(U,V,N)

o bien, ya que la condicién de estado virtual fuera del equilibrio se da para 60U # 0,

825>
= <0 (5.11)
(ar2)..,

Hy/er la nota 6.
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Las mismas conclusiones se pueden extraer considerando estados virtuales en los que el
volumen no sea igual en los dos subsistemas. Esto lleva a la condicién

825)
——) <o (5.12)
(8V2 UN

Si consideramos variaciones a la vez del volumen y de la energia llegamos a

028 928 028
2 (2~ 2 (7~
(0U) (am)w +25U5V8U0V + (oV) (aw)m <0

Para que esta forma cuadratica sea negativa se ha de verificar, aparte de (5.11,5.12)

12
928 928 928 \?
(W)V,N (W)W (avav) >0 (5:13)

que
Se pueden deducir condiciones andlogas derivadas de la condicién de minimo para la
energia interna:

U(S+ 35,V +36V,N)+ U(S — 65,V — 6V, N) > 2U(S, N, V)

que son condiciones de convexidad de U con respecto a S y con respecto a V. Esto

lleva a:
0*U oT
(557),., = (3s),, = © (514
GQU) (GP)
—_— =—| = > 0 (5.15)
(8V2 S,N oV UN
2 2 2 2
U U\ (0T N, (5.16)
052 VN ov?2 SN oSoV

Para el resto de potenciales termodindmicos no se puede razonar a partir de la aditivi-
dad de dichos potenciales, porque en general no lo son. Por ejemplo H = U + pV no
verifica que si consideramos dos subsistemas 1,2 con Hy = Uy + p1 Vi, Hy = Uy + pa Vs
se cumpla que H = H; + H,. Solo es cierto si p; = ps. De la misma manera solo es
cierto que F' = U —T'S es aditivo si las temperaturas de los dos subsistemas son iguales.
Para la entalpia libre de Gibbs G = U —T'S + pV' necesitamos que ambos temperatura
y presién sean comunes a los dos subsistemas para poder afirmar que G = G + G5. Sin
embargo, para estos potenciales podemos usar la teoria de la transformadas de Legendre
que dice que si una funcién es céncava (convexa) su transformada de Legendre es con-
vexa (céncava). Por ejemplo, H (S, p, N) es la transformada de Legendre de U(S,V, N)
con respecto a la variable V. Como U(S,V, N) es convexa con respecto a V' entonces
H(S,p, N) es concava con respecto a p manteniendo S constante. En lo que respecta

12Para que la forma cuadrdtica ax? + 2bxy + cy? sea definida positiva (negativa) se ha de verificar
a,c>0(<0)y (en ambos casos) ac > b2.
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al comportamiento con la entropia, podemos usar la propiedad de aditividad a presion
constante para deducir que H(S,p, N) es convexa con respecto a S manteniendo p

constante:
0*H )
> 0, (5.17)
( aSQ p,N

’H
(a . ) <o (5.18)
dp SN

Para la energia libre de Helmholtz y la energia libre de Gibbs encontramos de una
manera similar:

82F>

—_— < 0, (5.19)
<3T2 V,N

82F>

— > 0, (5.20)
(3V2 T,N

82G>

— < 0, (5.21)
(a,‘z—‘2 p,N

2

<8—Cj) < 0. (5.22)
op TN

Como resumen: los potenciales termodinamicos U, H, F', G expresados en términos
de sus variables candnicas son funciones convexas de las variables extensivas S,V y
funciones céncavas de las variables intensivas T, p.

Veamos algunas consecuencias de estas condiciones de estabilidad. Tomemos (5.11)

recordemos la relacidon 1 03
ién — = [ — :
Y T \oUu),,

(3),., = ((@)..),, = (5.,

_ Ll for __L ! _ ! <0
- T\ ),,y T? (8U) - T2Cy
V,N

aT
., OF
Lo que lleva a C'y > 0. Tomemos ahora (5.20) y la relacién p = — (—) para
oV )rn

obtener:

¢ry o ((or ()

V) VANV )pn) OV )y

-1 1




108 Termodinamica. Raul Toral.

de donde deducimos k7 > 0. Recordamos ahora la férmula de Mayer C), — Cy =

TV a?/kr que, usando los resultados anteriores, lleva a C,—Cy>000C,>Cy >0.

Gy

e ‘ K . K
Por (ltimo, la férmula de Reech, —= = — dice que kg = T
v

RT Cp

El contenido fisico de los criterios de estabilidad se conoce con el nombre de principio

de Le Chatelier. El principio dice que cualquier influencia externa que perturba el equi-

librio de un sistema es seguida por procesos espontaneos que actiian en la direccidén que
tiende a restablecer el equilibrio y disminuir los efectos de la perturbacion.

Por ejemplo, si en un sistema en equilibrio con una temperatura homogénea calentamos
una porcién del sistema, se provoca que una regioén tenga una temperatura mayor que
otra y, por tanto, esté fuera del equilibrio. j Qué proceso se producird para restablecer
el equilibrio? Dado que la condicién de estabilidad dice que la capacidad calorifica es
positiva, se deduce que la cesién de energia (en forma de calor) a un cuerpo aumenta
su temperatura y que si un cuerpo cede energia disminuye su temperatura. Esto es
precisamente lo que ocurre para restablecer el equilibrio: una redistribucién de la energia
de la zona mds caliente a la mas fria, redistribucidon que tiene como efecto igualar las
temperaturas. Si la capacidad calorifica fuera negativa, para restablecer el equilibrio de
temperaturas habria que ceder calor de la regidn fria a la caliente, lo que estd prohibido
por el segundo principio. El proceso espontdneo (flujo de calor de la zona caliente a
la zona fria) ha hecho desaparecer el efecto de la perturbacién que era el de crear una
inhomogeneidad en la distribucién de temperaturas.

Veamos otro ejemplo. Si tenemos un gas a temperatura constante (sumergido en
un bafio térmico) separado en dos porciones mediante una membrana impermeable y
diatérmica y en equilibrio y entonces presionamos una de las dos porciones (digamos que
la superior), se produce un aumento de la presién en esa porcidn que lleva al sistema
fuera del equilibrio. El aumento de la presién en la parte superior se transmite a la
membrana intermedia que se desplaza hacia abajo. Al desplazarse hacia abajo disminuye
el volumen de la zona inferior y aumenta el de la superior. Dado que la compresibilidad
es positiva, un aumento del volumen provoca una disminuciéon de la presion y viceversa,
de manera que la presion inferior aumenta y la superior disminuye hasta que se hacen
iguales. Si la compresibilidad fuera negativa, el movimiento de la membrana intermedia
provocaria que la presién de la zona inferior disminuyera y la de la superior aumentara
de manera que se alejaria todavia mas del estado de igualdad de presiones y tenderia a
exacerbar la diferencia de presiones provocada por la perturbacién externa.

Hay ocasiones en las que al aumentar un pardmetro externo se van modificando las
funciones termodindamicas hasta que se llega a un punto en que las desigualdades se
convierten en igualdades. En ese momento, ya no es cierto que el sistema sea estable
frente a un aumento mayor de la perturbacién. Por ejemplo, si a un gas encerrado en
un volumen fijo, (N, V) constantes, le vamos disminuyendo la temperatura, llega un

momento en que la derivada de p con respecto a V' se hace cero, lo que equivale a decir
2

ov?2
ya no es cierto que el sistema reaccione a (mindsculas) perturbaciones externas buscando
la homogeneidad. La mds minima variacién de presiéon en una porcién del sistema es

que en ese momento ( ) = (. La condicién de estabilidad deja de satisfacerse y
TN
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amplificada y aleja al sistema de la homogeneidad. La tnica manera que tiene el sistema
de seguir estando en equilibrio es la de separarse en dos (o mds) porciones (fases)
homogéneas. En cada una de las nuevas fases se cumplen los criterios de estabilidad
y, ademds, las fases estan en equilibrio entre si. Dedicaremos un capitulo posterior al
estudio de los cambios de fase.

Cuando uno construye a partir de una teoria o de unos datos experimentales un
potencial termodindmico, puede ser que no le salga con las condiciones de convexidad o
concavidad que le corresponden. Esto quiere decir que hay algtn error en la deduccién, en
las medidas o en las hipdtesis del modelo de partida. Un claro ejemplo se da en la teoria
de van der Waals. Cuando uno deduce, por ejemplo, la energia libre de Helmholtz a partir
de la mecdnica estadistica de particulas esféricas que interaccionan con un potencial de
alcance infinito llega a la siguiente expresién:

alN 3/2 V
kTN {1 + VET + log (aOT (N b

— _KTN [1 n % +log (agT™/? (v — b))}
= Nf(T,v)

F(T,V,N)

siendo ag, a, b constantes. De aqui obtenemos la ecuacién de estado de van der Waals:

B OF kT a
b= <(9V)T7N S wu—=b 2
Ya hemos discutido que esta ecuacidn de estado tiene isotermas con porciones incorrec-
tas. El origen de esta incorreccion esta en la suposicion de que tenemos unas particulas
que interaccionan con un alcance infinito. Esas porciones incorrectas de la ecuacién
de estado aparecen, desde un punto de vista matemdtico, porque la energia libre de
Helmholtz (y otros potenciales termodinamicos) no satisface las condiciones de convex-
idad con el volumen adecuadas. Una alternativa es comenzar de nuevo con un modelo
mejor. Otra alternativa es corregir nuestro modelo de manera minima pero no desde
el punto de vista microscdpico (introduciendo un potencial mas realista, por ejemplo)
sino corrigiendo la energia libre F/(T,V, N) de manera minima. Y jcudl es la manera
minima?: reemplazarla por su envolvente convexa. Véase la figura.
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