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1. Trobeu en termes de les funcions de Bessel les solucions de les equacions:

xy′′ + y′ + x2y = 0

x2y′′ − xy′ + (1 + x)y = 0

2. A partir del desenvolupament en sèrie proveu que

sin(x)

x
=

∫ π
2

0

dθ J0(x cos θ) cos θ

1− cos(x)

x
=

∫ π
2

0

dθ J1(x cos θ)

3. Provau la següent relació:
Y−n(x) = (−1)nYn(x)

4. Proveu per inducció:

Jn(x) = (−1)nxn

(
1

x

d

dx

)n

J0(x)

5. A partir de la funció generatriu de les funcions de Bessel

f(x, h) = exp(x(h− 1/h)/2) =
t=∞∑

t=−∞

Jt(x) ht

demostreu que

1 = J0(x)2 + 2J1(x)2 + 2J2(x)2 + 2J3(x)2 + . . .

i, per tant,
| J0(x) | ≤ 1
| Jn(x) | ≤ 2−1/2, n = 1, 2, 3, . . .

6. Deduir el desenvolupament de Jacobi

eix cos θ =
∞∑

m=−∞

imJm(x)eimθ

[Ajuda: feis servir la funció generatriu de les funcions de Bessel ]. Utilitzeu la part
real d’aquest resultat per demostrar que

∞∑
n=−∞

J4n(x) =
1 + cos(x)
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7. Demostreu el següent desenvolupament de les funcions trigonomètriques en termes
de funcions de Bessel:

cos(x) = J0(x) + 2
∞∑

n=1

(−1)nJ2n(x)

sin(x) = 2
∞∑

n=1

(−1)n+1J2n−1(x)

8. Demostreu que entre dos zeros consecutius de Jν(x) hi ha un, i només un, zero de
Jν+1(x). Ajuda: recordau el teorema de Rolle, i feis servir la relació de recurrència

d

dx
[xνJν(x)] = −x−νJν+1(x).
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