Capitulo 9

Ecuacion de Bessel

9.1. Definicion. Puntos singulares

La ecuacién de Bessel, una de las mas importantes en fisica matematica, es una
ecuacion diferencial lineal de orden 2,

22"+ xy + (2 — )y =0, (9.1)

que depende de un parametro v, el orden (ja que es confuso que también se le lla-
me orden?) de la ecuacién diferencial. Aunque es posible que v sea un nimero com-
plejo, aqui consideraremos lnicamente el caso v > 0, real. Como se puede escribir

y' +p(x)y' +q(x)y =0 con p(x) = 1/xy q(x) = 1 —v?/a?,

9.1.1. el teorema de existencia y unicidad nos dice que la solucién se es-
cribe como y(z) = c1y1(x) + coy2(x) y es valida, como minimo, en el intervalo
(0,00). Hay otra solucién con la misma estructura y funciones diferentes y,, -
que es valida, al menos, en el intervalo (—oo, 0).

Nosotros nos centraremos, de momento, en encontrar la solucion valida, al menos,
en el intervalo (0, c0).

9.1.2. Como zy; = 0 es un punto singular regular, el método de Frobenius
nos asegura que la solucidon se puede encontrar probando una soluciéon de la
forma y(z) = 3" ,a,2""" donde la serie tiene radio de convergencia infinito.
Aqui puede aplicar toda la casuistica que hemos detallado en la clase anterior
para encontrar la segunda solucidn.

Antes de encontrar la solucién para v arbitrario, vamos a hacer primero el caso v = 0.
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9.2. Ecuacién de Bessel para v =0

Reemplazando la funcién prueba y(z) = >~ 7 a,2"*" en la ecuacién de Bessel con
v=0: 2%" + zy + (2* — v)?y = 0 obtenemos

9.2.1.
agF(r) = 0
aFir+1) = 0
anF(r+n)+ano = 0, n=2234,...

Siendo la funcién F(r) = (r —v)(r + v).

Nos ponemos ahora en el caso v = 0, para el que las dos raices de la ecuacién indicial
F(r) = r2 = 0 son 1, = 75 = 0, raiz doble y por tanto, sélo podremos encontrar, de

momento, la primera solucién y;(x). Tomando r = r; = 0 tenemos que ay es arbitrario,
n—2

que a; =0y que a, = —— ,n=234....
n

9.2.2. La solucion de la relacion de recurrencia es

Aom+1 = 0

Ao = F;ﬁ(l,o. m=0,1,2.3,...
22m(ml)2 L

Tomando ay = 1 obtenemos la serie para y;(z) que se escribe Jy(z) y llama funcién de
Bessel de 1* especie de orden 0:

Jo(z) = i ((;11!); (g)m (9.2)

m=0

9.2.3. La serie es valida para z € (—o0,0) y tiene radio de convergencia
infinito.

Como sélo salen potencias pares de = es una funcién par Jy(—z) = Jy(z). Su aspecto
es el de una funcién oscilatoria que tiene su maximo en Jy(0) = 1, y es decreciente para
|| creciente.
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In[10}= Plot[BesselJdJ[0, x], {x, -20, 20}]

9.3. La segunda soluciéon para v =0

Como estamos en el caso r; = ro para encontrar la segunda solucién hemos de
resolver la relacién de recurrencia para encontrar a,(r) para un valor de r arbitrario. En
este caso no es demasiado dificil de hacer: Si escribimos la relacidén de recurrencia para
el logaritmo de |a,(r)| podemos deducir

9.3.1.

m

In |ag, (r)| = —2 Z In(2k + 1)
k=1

y la derivada es

m

dag, (1)
- = *2(1271’1,(7)) Z

dr
k=1

.m > 1
2k +1r’

y reemplazando ahora » = (0 tenemos

(_1)771+1H”

('I’{bn(()) = WGO’ m>1

donde Hy =0,H,, =1+ 35+3+---+ —,m > 1 es la llamada sucesién arménica.

La segunda solucién de la ecuacién de Bessel es asi:

valida sélo para x > 0. Por motivos que no vienen ahora al caso, esta funcién no tiene
nombre, pero si lo tiene Yy(z) que es la funcién de Bessel de 22 especie de orden 0
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definida como: 0
[y2(7) + (v — In2) Jo(2)]

T
con v = lim,,_.(H, —Inn) = 0,5772156649015329..., la llamada constante de Euler.
La funcién Yy(z) estd definida sélo para x > 0 y la hemos dibujado un poco mas
adelante.

La solucién completa de la ecuacion de Bessel de orden cero se escribe como:

Yo(x)

(2) = cdo(z) + eoYo(x)  ifx >0,
P cdol@) + eaYo(—x) ifz <0,

No es raro que una condicién auxiliar en un problema de fisica sea que la solucién sea
finita en todo punto, incluido x = 0, lo que hace que ¢; = 0.

9.4. Ecuacion de Bessel de orden v arbitrario

En este caso las raices de la ecuacién indicial son r; = v y r, = —v. La diferencia
entre las dos es r; —ry = 2v. Siv #0,1/2,1,3/2,2,5/2,..., entonces no hay ningtin
problema en encontrar las dos soluciones y; (), y2(z). Expliquemos el final de la pelicula:
siv=1/2,3/2,5/2,... entonces se verifica la relacién de consistencia y también es ficil
encontrar las dos soluciones. Sélo en el caso v = 0,1,2,3,... tendremos que trabajar
algo mas para encontrar la segunda solucién ys ().

Empecemos por encontrar las soluciones cuando v # 1/2,1,3/2,2,5/2,. ...

9.4.1. En este caso, los coeficientes a, para la primera solucién y;, corres-
pondiente a r; = v son:

A2m+1 = 0
(~1)"r(1+v)
22mmIl'(m 4+ 1+ v)

A2m Qg

. _ 1 .
Por convenio, tomamos ay = V)] lo que da una serie para y;(z) que se conoce

como funcién de Bessel de primera especie de orden v:

N
Tolw) = Z m!l'(m + 14 v) (5) ' (9:3)

m=0

9.4.2. Esta serie tiene un radio de convergencia infinito y es valida para
todo z.
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Para encontrar la segunda solucién y» () realmente no hace falta repetir nada, basta
con copiar la férmula anterior poniendo —v en vez de v ya que la serie (9.3) estd per-
fectamente bien definida siempre que v # —1,—2,—3,... (hay unas singularidades de
la funcién gamma en esos puntos, véase mas adelante). Esto nos dice que la solucién de
la ecuacién de Bessel es y(z) = c1J,(x) + cod_(x) siv #1/2,1,3/2,2,5/2,. ...

Siv=1/2,3/2,5/2,... vamos a ver que se cumple la relacién de consistencia. El
problema vendria al intentar calcular ay,. Para ser concretos, tomemos v = 7/2.

9.4.3. Hasta llegar a N = 7 no hay ningtin problema y se puede ver sin nin-
guna dificultad que a; = a3 = a5 = 0. Al calcular a; sale la relacién Oa; + a5 = 0,
pero como a; = 0 esta relacion se cumple siempre. Este razonamiento se ex-
tiende sin ningln problema a todo v =1/2,3/2,5/2,....

Segun lo explicado en la clase anterior, basta con tomar ay = 0 con N = 2v. Pero
esto es lo que habiamos hecho al calcular J_,(z) con lo que la segunda solucién es,
otra vez, J_,(z). Por lo que completamos que la solucién de la ecuacién de Bessel es
y(x) =ady(x) + cod_,(x)siv#0,1,2,3,....

Podemos corroborar que J,(x) y J_,(z) son soluciones linealmente independientes
calculando el wronskiano que resulta ser:

9.4.4.
— 92541
Wiy, J ] = —2smw) (9.4)
T
que es distinto de 0 si v #1,2,3,....
Queda ahora el caso v =1,2,3,... (el caso v = 0 ya se hizo antes). Aqui se puede

ver que no se satisface la relacién de consistencia y no es posible calcular el coeficiente
ay para N = 2v. Disponemos siempre de la primera solucién J,(x) y podriamos usar
la teoria general para encontrar la segunda solucién ¥, lo que es un calculo muuuuy
engorroso. Sin embargo, hay una manera alternativa que reduce algo la complejidad
del célculo. Consiste en lo siguiente: Intentemos usar la misma serie (9.3) para calcular
J_,(x) con v =1,2,3.... Para concretar, supongamos que v = 3, entonces:

B 6 (5)
Lﬂ@—mm—m_NH—U+%N®_$ND+MN%_&N$_

pero |[I'(=2)| = |I'(—1)| = |T'(0)| = oo, por lo que los tres primeros términos se anulan y
en los siguientes reconocemos la serie de J3(x) (cambiada de signo): J_3(x) = —J3(x).
Resultado que se generaliza facilmente a J_,,(z) = (—1)"J,(x) sin = 0,1,2,3,....
Ahora entendemos perfectamente por qué y(z) = ¢1J,(z) + caJ_,(x) no es solucidn si
v =0,1,2,3: las dos funciones .J,, y J_, son proporcionales, lo que ya sabiamos porque
su wronskiano es 0, segtin (9.4).
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El truco que simplifica algo el calculo de la segunda solucién consiste en introducir
la llamada funcién de Bessel de segunda especie (o funcién de Weber):

cos(mv)J,(x) — J_,(x)

sin(7v)

Y, (x) =

(en algunos libros se la denomina también como funcién de Neumann y se escribe N, (z)).
Siv+#0,1,2,3,... esto es una combinacién lineal perfectamente bien comportada de
funciones de Bessel. Si v = n € N, ndmero natural, entonces la expresién es una
indeterminacién del tipo g que puede resolverse mediante la regla de I'Hopital:

9 cos(mv)J,(x) — J_(x ven
Yn(x):ay[ (a) (z) ()]

oy [sin(mv)],_

n

9.4.5.

y que puede reducirse a:

v=n

Ahora hay que hacer las derivadas de la funcién de Bessel J, respecto al orden
v. Segin (9.3) el orden sale en x” cuya derivada es % = z”Inx, y en la funcién

I'(m + 1+ v) cuya derivada es algo mas complicada. El resultado final es:

Vi) = 2 ()] ale) - 2 Y et (2

I O

pero una imagen vale mdas que mil palabras:
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Plot [BesselY [0, x], {x, 0, 20}]
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Plot[{BesselY[0, x], BesselY[1l, x], Bessel¥[2, x]}, {x, O, 20}]
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