Capitulo 3

3.1. Ecuaciones diferenciales lineales de orden supe-
rior a 1l

Se trata de encontrar una funcién y(x) que satisfaga la ecuacién:

d”y dnfly dany dy

Fp@) g+ pa @ A n@y = ge) (G

con las condiciones adicionales adecuadas. Como va a salir muchas veces una expresién
como esta, vamos a introducir una notacién. Llamaremos “operador”L a una aplicacién
del espacio de funciones en si mismo, definido como:

_dvy "y d"?y dy
Lyl = 5 A 0@) =+ pa(@) o o paa (@) o+ pa(z)y (3.2)
o, en forma simbdlica,
dm n—1 n—2 d
L = ot (T)— + P,
dnm( P 1+p2< S s () ()
—j (3.3)
- +Zp] d n—j
De manera que la ecuacién diferencial se escribe
Lly| = g(x) (3-4)
La ecuacién Lly] = 0 se llama la ecuacién homogénea asociada a la ecuacién ante-

rior. Veremos que las técnicas de resolucién de (3.4) pasan por resolver la ecuacién
homogénea.

i Qué condiciones adicionales hemos de dar para poder afirmar que la ecuacién tiene
solucién tnica? Intuitivamente, al haber una derivada de orden n y cada derivada “per-
der” una constante, pensamos que la familia de soluciones general implicard n constantes
arbitrarias y hard falta n condiciones adicionales. Tipicamente, esas condiciones adicio-
nales se consiguen pidiendo que la funcién y n — 1 derivadas tomen valores determinados

en un punto zo: y(zo) = Yo, ¥ (o) = Y5,y" (o) = yg, ..,y (wo) = yg ', siendo
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Yo, Y, Yo - .., ya~! nimeros prefijados. ;Es esto suficiente? El teorema de existencia y
unicidad en este caso lineal dice:

Teorema: Si las funciones p;(z),i = 1,...,ny g(z) son funciones continuas en un
intervalo que contiene al punto de la condicién inicial («, 3) 3 xy entonces existe una 'y
s6lo una funcién y(z) definida al menos para todo punto = € («, [3) tal que satisface:

Lyl = ¢ (3.5)

y(ro) = 0,y (o) = Yo, v (w0) = vy, -,y V(wo) = yi . (3.6)

Es importante que se asegura la existencia de la solucién, al menos, en todo el intervalo
(ar, ) en que las funciones p;(x),i = 1,...,ny g(x) son continuas, aunque pudiera ser
valida mas alld de este intervalo.

3.1.1. Dada la ecuacién diferencial z(z — 1)y + ey” + 42%y = 0 con
condiciones iniciales y(2) = ¢/(2) = ¢"(2) = ¢y"(2) = 1 jdénde esta asegurada
la existencia de solucidén anica? ;Qué puede pasar si la condicion inicial es
y(0) = y'(0) = y"(0) = y"(0) = 17

Lo que hace sencillo resolver una ecuacion diferencial lineal es el principio de superpo-
sicion valido para la ecuacién homogénea. En concreto, dice que si y1 (), yo(2), . . ., yar ()
son funciones soluciones de la ecuacién homogénea, entonces también lo es la combina-
cién lineal Y c;ys(x), siendo ¢; constantes arbitrarias.. En férmulas:

3.1.2.

Lig) = 0i = 1o, M > L

M
Z (fi!/i] =0

i=1

Por tanto, lo que tenemos que hacer para resolver el problema (3.5-3.6) es encontrar
(como podamos) n soluciones y;(z), ..., y,(z); montar la familia de soluciones de (3.5)
como y(z) = >, ¢;y;(x) y buscar las n constantes ¢y, . . ., ¢, que permitiran satisfacer
las n condiciones auxiliares (3.6). Este programa tendra éxito si es posible resolver las n
ecuaciones ordinarias (no diferenciales):

Yo = cyi(xo) + -+ caYnl0)
Yo = cyy(zo) + -+ ey (o)

ot = " (@) + -+ et (w0)
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o en forma matricial mas bonita:

Yo 1 (930) yz(%) .. yn($o) cl
Yo | _ Y (o) Yo(ro) ... yn(z0) Co
- e e SRR
! " Vwe) w N @o) (o)) \en

Este sistema de ecuaciones nos tiene que permitir encontrar la solucién tnica al pro-
blema. Para ello es necesario y suficiente que el determinante de la matriz anterior sea
distinto de cero. Una notacién equivalente es pedir que la funcién llamada determinante
wronskiano W (z) y definida como:

y}(a:) y?(a:) y7(x)
W(z) =Wy, yo, ... ya) = yl(x) yz(x) yn(:r)
yI () g V@) Ly (@)

sea distinta de cero en el punto z, W (xg) # 0. Esto concluye nuestro estudio del pro-
blema homogéneo:

3.1.3. Dificil: El wronskiano satisface la ecuacion diferencial:
dW
o —p1 ()W (z)

de solucion W (x) = W (xg) exp[— f:{) dsp1(s)] Por tanto, si el wronskiano es cero
en x = 1(, entonces es cero para todo valor de x € (o, 3).

3.1.4. Sidos funciones y,(x), y2(x) tienen un wronskiano igual a cero W (z) =

Wly1,y2] = 0 entonces se puede afirmar que son proporcionales: y,(z) = Cy; (2)

para alguna constante C. Analégamente, si el wronskiano de A funciones

y1(z),...,ym(x) es igual a cero, entonces se puede afirmar que son linealmente

dependientes, es decir, existen M constantes C;,i = 1,..., M no todas iguales
M

a cero, tales que ) ._, Cy;(z) = 0.

Resumen:Para resolver el problema homogéneo:

Lyl = 0 (3.7)
y(zo) = yo,'(w0) = o, y" (o) =y, -,y Vo) = 95 (38)
basta con encontrar n soluciones y; (), . .., y,(2) linealmente independientes (de wrons-

kiano no igual a cero). Cuando las tengamos escribimos y(z) = SV, ¢;y; () y encontra-
mos las constantes ¢; de manera que se satisfagan las condiciones iniciales (3.8). Cémo
se encuentra el conjunto fundamental (o base) de soluciones y;(z),...,y,(z) es
lo que explicaremos en las préximas clases.
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3.1.5. Demostrad que el problema 2z%y" + 3xy —y = 0,y(1) = 1,4/(1) = 0
tiene solucion unica. Determinar el rango minimo de validez la solucién. De-
mostrar que y;(z) = /7, y2(2) = 1/x son un conjunto fundamental de soluciones
y encontrad la solucién tnica y su rango real de validez.

3.2. Conjunto fundamental de soluciones para ecua-
ciones lineales a coeficientes constantes

Se trata de la ecuacién
Lly] = any(n) + anfly(nil) + ot ay +agy =0

como las constantes a; son continuas Va € R, sabemos que esta ecuacién tiene solucién
valida en todo R para cualquier condicién inicial. Como la tnica funcién cuya derivada
es proporcional a la funcién es la exponencial, lo légico es ver si podemos conseguir un
conjunto fundamental de soluciones usando sélo funciones exponenciales ™. Trabajemos
con un problema concreto y luego generalizaremos.

3.2.1.  Substituir y(z) = €"* en la ecuacién y” + 5y + 6y = 0 para encontrar

la ecuacion caracteristica 1%+ 5r + 6 = 0. Las soluciones son r, = -2y 7y = —3.
Cada una da lugar a una solucién y;(z) = €% = e yy(z) = "% = 73, El
wronskiano es Wz] = —e™°* = (. La solucién general es y(z) = cie™** + cye 2.

Si la ecuacidn caracteristica tiene raices miltiples, algunas de las funciones y;(x) =
€"i" serdn iguales y no pueden considerarse un conjunto fundamental de soluciones. En
este caso, hay un procedimiento sencillo para obtener las soluciones adicionales que hacen
falta. Veamos un ejemplo.

3.2.2. Seay”+2y'+y = 0y substituyamos y(z) = ¢"* lo que da 72 +2r+1 = 0
o r = —1 raiz doble.

Sélo tenemos una solucién y;(x) = e *. La otra solucién se consigue mediante

el procedimiento de reduccién del orden. Hagamos un cambio de variables y(z) =

v(z)y ().

3.2.3. La ecuacion resultante para v/(z) es lineal de primer orden y la so-
lucién es v(z) = ax + b siendo a, b constantes.
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Esto nos da para y(z) la familia de soluciones (az +b)e~*. Como sélo nos hace falta

una segunda solucién y»(x) (y no toda una familia de soluciones) elegimos a = 1,b = 0,

que es lo més sencillo y da yo(z) = ze™".

3.2.4. yo(x) = ze~” es claramente linealmente independiente de y; () = ¢ *
(se puede calcular el wronskiano).

La solucién general es y(z) = (¢; + cox)e™™ y las constantes ¢, ¢y se encuentran
mediante las condiciones iniciales correspondientes.

Si hay raices complejas se puede proceder igual, pero conviene recordar que la solucién
final ha de ser real, de manera que esto exige algo de cuidado al buscar las constantes
indeterminadas. Es mas sencillo utilizar la expresion trigondmetrica de la exponencial
e = cosw + isinz.

3.2.5. Veamos un ejemplo: para y" +y' +y = 0 la sustitucion y(z) = ¢’ lle-
va a la ecuacién caracteristica 2 +7+1 = 0 de raices 1, = —1+i*3 ry = —1 i3,

de manera que el conjunto fundamental de soluciones es ; () = e"* = e~*/2 (cos(ﬁ’:v) + i sin(

vl

2
et — gt/2 (Cos(\/?gcc) — isin(‘?m)). Podemos formar las combinaciones lineales Y; =

yitye _ _—xz/2 V3 _yi—y2 _ —x/2 i (V3
it — o=/ cos(2x), Yo = L2 = e~/ ?sin(Lix).

3.2.6. Por el principio de superposicion Y, Y5 son también soluciones de la
ecuacion diferencial y su wronskiano no es cero.

La solucién general la podemos escribir entonces como y(z) = Y] + Yy =

e %?(c, cos(‘/Tgx) + ¢ sin(\/gx)). Todavia hay otra manera de escribir esta solucién.

Si definimos C'y ¢ mediante las relaciones ¢; = C' cos ¢, co = —C'sin ¢,

3.2.7. podemos despejar C = \/c? + 32, ¢ = tan'(—cy/c1), y escribir la so-
lucion como

. 3 ‘
y(z) = Ce™/? cos \2/1‘ + ¢

donde C'y ¢ son ahora las dos constantes arbitrarias a determinar mediante la condicién
inicial.
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3.2.8. También se puede escribir la ecuacién general como y(z) = Ce*/?sin (\/gx + go).
con constantes C' y ¢ adecuadas.

Recapitulemos el caso general de ecuaciones lineales de orden 2 a coeficientes cons-
tantes asy” + a1y’ + agy = 0.

3.2.9. Substituyendo y(x) = ¢"%, la ecuacién caracteristica a,r*+a;r+ay = 0
puede:

(i) tener raices distintas r,r5. La solucion es y(x) = ¢;e"* + cpe"".

(ii) tener raicies iguales r; = r, = r. La solucidn es y(x) = €"*(¢; + o).

(iii) tener raices complejas 1 = A\ + iy,r5 = X\ — iu. La solucién se pue-
de escribir de dos formas equivalentes y(z) = e* (¢, cos(uz) + cosin(uz)) o
y(z) = Cer cos(pux + ¢).

Principios muy parecidos se aplican a la ecuacién lineal a coeficientes constantes de
orden n > 2: a,y™ + ap_1y" Y + -+ ayy’ + agy = 0.

3.2.10. La sustitucion y = ¢ lleva a la ecuaciéon caracteristica a,r" +
Q1" V4 a4 ap =.

(i) Si todas las raices 1, ..., son distintas la solucién és y(x) = >"""_ | c1e”*.

3.2.11. (ii) Si una raiz tiene multiplicidad s, las correspondientes s solucio-

nes linealmente independientes son ¢"* ze'® x%e", ... x5 le'®,

(iii) En el caso de que haya una pareja A+iu de raices complejas, las soluciones corres-
pondientes se pueden agrupar como e*® (¢; cos(ux) + cosin(uz)) 6 Ce  cos(pux + @)
6 Ce M sin(pz + ).



