Capitulo 2

2.1. Teorema de existencia y unicidad

Nos preguntamos en qué condiciones podemos asegurar que un problema de condi-
ciones iniciales de primer orden lo mas general posible:

{ y/ = f(x,y), (2_1)

y(fo) = Yo,

tiene solucién unica. Un teorema viene a resolver la mayoria de casos practicos:
Teorema: Si existe un rectangulo Q =( «, 3) x (v,d) que contiene a la condicién

of (z,y)

inicial,(xo, y0) € Qy tal que f(z,y)y son continuas en () entonces el problema

(2.1) tiene una solucién dnica y(x) que es valida al menos en algin intervalo (zq,x2)
que estd contenido en (a, (3).

El enunciado del teorema estd muy destilado y dice lo que dice y no dice lo que no
dice, ni mas ni menos. Vamos a ver ejemplos del teorema. Cuando resolvimos el problema

{y(g)/ i 91533/2’ (2.2)

encontramos la solucién dnica y(z) =

4 —xt

of(x,y . :

flx,y) = 232 y % = 62y son funciones continuas en R? y esperdbamos
Y

efectivamente que hubiera solucién Gnica ya que, obviamente, la condicién inicial satis-
face (zo,y0) € Q = R% Lo que el teorema no nos dice es en qué intervalo (x1,z2) es
valida la solucién. El método explicito de encontrar la solucién nos dice a posteriori que

la solucién es vélida en —2 < x < 2 y en ningln sitio mas.
El intervalo de validez de la solucién puede cambiar drasticamente para una misma

ecuacidn diferencial si cambiamos la condicién inicial.

Segun las condiciones del teorema,

2.1.1. Si, en el ejemplo anterior, imponemos la condicidn inicial y(0) = —1,
la solucion es valida ahora Vz.
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En el caso de una ecuacién diferencial lineal ¢/ + p(x)y = g(x), o sea f(z,y) =
—p(x)y + g(x), el teorema se puede refinar un poco mas:

Teorema: Si f(z,y) = —p(z)y + g(x) donde p(x) y ¢(x) son funciones continuas
en el intervalo (a, 3) que contiene a x(, entonces el problema de valores iniciales (2.1)
tiene una solucién udnica que es vélida al menos para = € (o, (3).

La novedad es que ahora podemos afirmar que la solucidn tnica y(x) es valida, al
menos, para todo aquel intervalo de valores de z en el que p(x) y g(x) son continuas.

Una vez que se ha determinado que un problema tiene una solucién unica, es muy
comun que hagamos enfasis en encontrar la familia de soluciones y no tanto en imponer
la condicién inicial que se considera, poco mds o menos, que una cosa trivial (y casi
siempre lo es). Por eso, en las ecuaciones diferenciales que estudiaremos a continuacién
no nos preocuparemos en la mayoria de casos de imponer la condicién inicial. Eso no
quiere decir que no haya que hacerlo. Sélo que en este curso no perderemos tiempo
haciéndolo.

2.2. Ecuacion de Bernouilli

Tiene la forma
Y +p()y = g(x)y", (2.3)
conn # 1

2.2.1. Resolver la ecuacién de Bernouilli si n = 1.

Ya Bernouilli nos ensefié el camino: hagamos el cambio de variables z = 3=,

2.2.2. Esto lleva a la ecuacién lineal:
2+ p(o)2 = §(a), (2.4)

con p(z) = (1 —n)p(z), g(xr) = (1 — n)g(x), que se resuelve por la técnica del
capitulo 1.4 para encontrar z(z). Luego se deshace el cambio de variable para
encontrar y(z).

2.3. Ecuaciones homogéneas

Hay que ir con cuidado porque la palabra “homogénea” quiere decir muchas cosas en
matemdticas (y también en el campo de las ecuaciones diferenciales). Hoy, "homogénea”
quiere decir que la ecuacién diferencial tiene la forma:

y = f(y/x). (2.)
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Por ejemplo 3/ = sin(y/x). No siempre es tan facil darse cuenta a primera vista de si
una ecuacién diferencial es homogénea.

2.3.1. Demostrar que
Yt 2ny
Yy =—""5
x? + y?
es homogénea y encontrar la funcién f.

(2.6)

Las ecuaciones homogéneas se resuelven mediante el cambio de variables (que parece
hasta obvio) z = y/x.

2.3.2. Esto lleva a:

s 12 (2.7)
que es separable:
dz dx
_— = 2.8
fz)—z x’ (28)

y que se puede integrar sin mas (bueno, hay que saber integrar, pero eso es
cosa de otro curso). Luego se deshace el cambio de variable.

2.3.3. Demostrar que la familia de soluciones de la ecuacién diferencial:
2 ;
Y+ 211
y = y Ty pe Y (2.9)
(r) = 92
es ylr) = .
4 1—-Cxz

2.4. Nota sobre derivadas parciales

Sea una variable independiente x, una funcién de una variable y(x) y otra funcién
de dos variables f(z,y). Por ejemplo y(z) = 22, f(z,y) = 2xy + 3y*. Podemos pensar
que f es una funcién de dos variables independientes o bien que al substituir y for y(z),
la funcidén f se convierte en una funcién f(x) = f(z,y(x)), funcién sélo de z. En el
caso anterior f(z) = 2x(x?) 4 3(2%)? = 22° + 3z*. Como funcién de = y de y se pueden
hacer derivadas parciales respecto a una variable manteniendo la otra constante:

afg;y) _ gy (2.10)
oWMwy) oy sy (2.11)

dy
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Si consideramos ahora a f como funcién sélo de x, lo tnico que podemos hacer es una

: d .
derivada total d_f Esta derivada se puede hacer usando la regla de la cadena:

x
d d
dz Oz y=y(z) Oy y=y(z) dz
2.4.1 df _— :
<L Demostrar que In calculada de esta manera coincide con la deriva-
v

da calculada directamente a través de f(z) = 223 + 3z%.,

2.5. Ecuaciones exactas
Imaginemos una ecuacién diferencial escrita en la forma:

N(z,y)y + M(z,y) =0, (2.13)

siendo N(z,y), M(x,y) funciones conocidas. Como 3’ = d—y la ecuacién diferencial se
x

puede escribir como N(x,y)dy + M (z,y)dx = 0 que es una forma mas nmemotécnica.

—2
2.5.1. y = 3—y se puede escribir en la forma (2.13) de varias maneras
T
distintas:
3zy +2y = 0, (2.14)
3%y + 2zy® = 0, (2.15)
3 2
Y+ = 0. (2.16)
Y x

Si conseguimos escribir una ecuacién diferencial en la forma (2.13) de manera que
se verifique que
ON OM
Ox oy’
entonces le llamamos una ecuacién exacta. Si conseguimos escribir una ecuacién en

una forma exacta, estamos muy cerca de encontrar la familia de soluciones, pero no nos
hagamos ilusiones, no todas las ecuaciones se pueden poner en la forma exacta.

(2.17)
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—2
2.5.2. i Es exacta alguna de las formas anteriores de la ecuacién ' = = y?
x
oM ON
Teorema: La ecuacién diferencial N (z, y)dy+M (z,y)dx = 0, donde M, N, v Or
y = Ox

son funciones continuas en una cierta region, es exacta si y sélo si existe una funcién
U(z,y) tal que:

oV (z,y)
ox

oV (z,y)

= M(x,y), 9

= N(z,y). (2.18)

Demostracidn:

=) Imaginemos que existe una funcién U (z,y) que satisface las condiciones ante-
riores. Entonces:

OM _ 0 (0N U P9 (00 N o
oy Oy \0x /) Oydxr 0xdy Ox\0y/) Ox '
2.5.3. Justificar la igualdad marcada con *
. : 0 ov
<) Buscamos una funcién ¥(z,y) que satisfaga e M, i N. Tomemos la
z Y
v
primera igualdad T M e integremos con respecto a x (manteniendo y constante):
v — / de M (z,y) + H(y) (2.20)

siendo H (y) una funcién arbitraria. Determinaremos esta funcién pidiendo que se cumpla

la segunda condiciéon — = N. Esto lleva a

dy

N

o / oM dH(y) (221)

-2 dr ——
oy $8y+ dy

de donde encontramos
dH (y) /x oM /y /I oM
=N — dr — H(y) = dy |N — dr —| . 2.22
a0 oy T (y) y vy (2.22)

Para que eso tenga sentido, el lado derecho de esta Gltima ecuacién tiene que ser funcién
sélo de y.
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2.5.4. Esto exige que

0 Y r oM
%(/ dy {N‘/ dwa—yD—O’
ON oM

y para demostrar esto hay que usar la condicién de ecuacion exacta i
r Y

Ahora podemos encontrar ¥(zx,y):

\Il:/xdxM—i—/ydy [N—/xdx%—]\j] (2.23)

. —2 .
2.5.5.  Para la versién de y = 3—‘/ que es exacta, encontrar la funcién
T
U(z,y).

Una ecuacién que es exacta se puede resolver facilmente. Para ello la escribimos
como:

oway ov_
M = 0 o bien ¥(z,y(z)) = C,

una constante. Ahora podemos despejar para obtener la familia de soluciones y(z) que
dependen de una constante de integracidn.

0 (2.24)

que segln la nota anterior no es mas que

—21 ‘
25.6. Eny = S—J demostrar que ¥ (z,y) = z*y> y, por tanto, la solucién

X
es y(x) = Ca2~%3. Este ejemplo se podia resolver dandose cuenta de que la
ecuacion diferencial es de variables separadas. Comparad los dos métodos.

2.6. Factor integrante

Si una ecuacién diferencial escrita en la forma N(z,y)y’+ M (z,y) = 0 no es exacta,
puede ocurrir que exista una funcién p(z, y) tal que al multiplicar la ecuacién por p(z, y)
se convierta en exacta.

2.6.1. Demostrar que —z°y’ + 3> + 2y = 0 se convierte en exacta al multi-
. o 1 .,
plicarla por p(z,y) = -2+ Resolver la ecuacién.
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iCémo encontrar un factor integrante? Se debe verificar que u(x,y)N(x,y)y +
p(z,y)M(x,y) = 0 sea exacta, o sea que:
O(uN) _ o(uM)

= 2.2
ox dy (2.25)

Todo lo que hay que hacer es resolver esta ecuacién diferencial en derivadas parciales
para la funcién p(z, y). Esto suele ser mucho mas dificil que resolver la ecuacién original.
Sin embargo, hay un par de casos en los que si se puede encontrar u(z,y).

2.6.2. Imaginemos que existan soluciones donde la funcién ;(z) no de-
penda de y. En ese caso, se llega a:

VOu _ o (OM 0N
pOx dy Ox

(2.26)

Esta ecuacién tendra solucidn si el lado derecho depende sélo de la variable z.

2.6.3.  Encontrar un factor integrante para la ecuacién (3zy + y*)dz + (2% +
xy)dy = 0 y resolver la ecuacion. ;jSe os ocurre otra manera de resolverla?

2.6.4. Encontrar las condiciones para que el factor integrante ;. dependa
solo de y.

2.7. Equaciéon de Ricatti

Es no lineal de la forma:

/

y' = q(z) + ga(x)y + gs3(2)y? (2.27)

No existe una manera general de encontrar la solucién de una ecuacién de Ricatti vali-
da para funciones arbitrarias ¢;(z), ¢2(x), g3(x). Sin embargo, es posible hacer las dos
afirmaciones siguientes:

1) Si conocemos una solucién cualquiera de la ecuacién de Ricatti y;(z) entonces
la familia general de soluciones se encuentra mediante el cambio de variables y(z) =

(@) + 3
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2.7.1. Demostrar que v(z) satisface una ecuacién lineal que se resolvera.
Aplicar este método para resolver el problema:

Y 2

y':x2+§—y ylr=1)=0 (2.28)

dandose cuanta de que y;(z) = = es una solucién de esta ecuacion.

2) Una ecuacién de Ricatti se puede convertir en una ecuacién lineal de segundo
/

orden, haciendo los cambios de variables a una funcién z(x) que satisface — = —gsy.
z

2.7.2. Encontrar la ecuacidén diferencial lineal para la funcién z(x) asociada
a la ecuacion de Ricatti del caso anterior.




