Métodos de Variable Compleja

David Sanchez

(©2015 David Sanchez (email: david.sanchez@uib.es). Se autoriza a copiar, imprimir o
distribuir este documento o partes de €l, libremente, siempre que se cite el nombre del
autor y aparezca esta nota de copyright. Prohibido el uso con fines comerciales.












A mis hijos






Presentacion

El objetivo de esta obra es presentar los principios basicos y las aplicaciones
del andlisis complejo a estudiantes que carezcan del conocimiento previo en la
materia. El espiritu de la obra se enmarca dentro de un enfoque practico de las
matemdticas. No se hace tanto énfasis en la teoria general y en las abstracciones
que ésta inevitablemente conlleva, sino que se prefiere desarrollar un conjunto de
métodos utiles para resolver problemas cientificos. De ahi que el publico al que
va dirigido este libro esté formado principalmente por alumnos de los grados de
fisica e ingenierfa, si bien puede asimismo resultar de interés como texto comple-
mentario al lector con una vocacién mds matematica.

La presente obra es consecuencia de la imparticién, durante varios afios, del
curso Variable Compleja, asignatura que con esta u otra denominacion esta pre-
sente en todos los planes de estudios de Fisica, Ingenieria o Matematicas. El libro
pretende dar respuesta a una pregunta que de forma recurrente se plantean los es-
tudiantes de primer y segundo curso: ;para qué sirven los nimeros complejos? La
supuesta desconexion del andlisis complejo del mundo real es radicalmente falsa,
como aqui se demuestra mediante abundantes ejemplos y aplicaciones practicas.
Después de un tratamiento elemental de los nimeros complejos en el capitulo 1,
que puede seguirse con mayor o menor rapidez dependiendo del bagaje del lector,
se comienza en el capitulo 2 el estudio de las funciones de variable compleja. Se
le supone al estudiante cierta familiaridad con las funciones reales de varias varia-
bles y el calculo infinitesimal. El capitulo 3 resume las propiedades caracteristicas
de las funciones complejas elementales. En el capitulo 4 se explican las integrales
en variable compleja, aunque los principales métodos de resolucion se dejan para
el capitulo 6, tras un necesario intervalo que describe las series de potencias en
el capitulo 5. El capitulo 7 presenta las transformaciones conformes y sus apli-
caciones. Finalmente, se ha incluido un apéndice que expone los fundamentos de
la transformada de Laplace. El nicleo de un curso semestral estaria articulado
alrededor de los temas 1 al 6.

El libro contiene ejemplos a lo largo del texto, al que se ha agregado una
pequefia coleccién de problemas resueltos que se han extraido de exdmenes y
pruebas escritas, asi como una serie de ejercicios propuestos cuya solucién apa-
rece en las paginas finales. En todo caso, se ha tratado de que la practica domine
sobre la teorfa y de emplear un estilo diddctico y comprensible. Cada capitulo se
cierra con la discusién de una aplicacion con cierta profundidad. Los temas son
variados: astronomia, teoria del caos, ingenieria eléctrica, fisica tedrica o fisica de
fluidos. Pretenden estimular al alumno y excitar su imaginacién. Los capitulos se
rematan con pinceladas histéricas sobre la vida de unos hombres extraordinarios,



incluyendo sus retratos cuando ha sido posible, que contribuyeron a que el analisis
complejo sea uno de los grandes logros del pensamiento humano.

Me gustaria agredecer los comentarios valiosos que me han hecho llegar los
profesores Luis Bonilla, Gloria Platero y Rosa Lépez, en especial los 4nimos de
ésta Ultima, sin cuya comprension y entusiasmo esta obra no hubiera visto la luz.

Palma de Mallorca
Junio de 2015
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Motivacion

0S NUMEROS COMPLEJOS suelen introducirse a partir de la necesidad de en-
L contrar nimeros que satisfagan la ecuacién cuadritica x>+ 1 = 0. Es bien
sabido que no existe ninglin nimero real que sea solucién de esta ecuacién. El
dilema se resuelve definiendo la unidad imaginaria i como la raiz cuadrada (po-
sitiva) de menos uno:
i=v-1

o de una forma equivalente

En realidad, histéricamente el interés por los niimeros complejos surgié cuan-
do se descubrieron conexiones inesperadas entre los nimeros complejos y los
reales. Por ejemplo, a Leibniz le sorprendié mucho la relacion

\/1+\/—_3+\/1—\/—_=\f6

pues a la izquierda hay dos términos que contienen raices cuadradas de nimeros
negativos y a la derecha el resultado es un nimero real. Parecia, por tanto, que los
nimeros complejos no eran tan imaginarios como cabria suponer. Con todo, no se
experimentd un auténtico progreso hasta que se pusieron las bases durante el siglo
XIX de un método eficaz de visualizar los nimeros complejos geométricamente.

El impulso definitivo en el campo de las matematicas vino de la mano de
Cauchy, quien estudi6 en profundidad una clase singularisima de funciones com-
plejas denominadas funciones analiticas. Su importancia es tal que el andlisis de
funciones complejas se ha venido en llamar, en ocasiones, andlisis de funciones
analiticas. Parte de la relevancia de estas funciones proviene del hecho de que tie-
nen aplicaciones inmediatas en fisica; sus componentes cumplen la ecuaciéon de
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Laplace en dos dimensiones:

%u  d%u

oty ="

En consecuencia, investigando las propiedades de funciones analiticas se pueden
realizar grandes avances en termologia, electrostitica, optica y fisica de fluidos.

En el siglo XX, Einstein descubrié que necesitaba definir un tiempo imagina-
rio en su teoria especial de la relatividad para que el intervalo en el espacio-tiempo,
ds, fuera invariante bajo las transformaciones de Lorentz. En efecto, la geometria
del espacio-tiempo para el caso de movimiento en las tres dimensiones espaciales
X1, X2 y X3 viene descrita por la ecuacién

ds* = dx? + dx3 + dx3 — Pdr?

donde ¢ es la velocidad de la luz. Para que la variable temporal ¢ entre en la
ecuacion con el mismo signo que las variables espaciales se define, entonces, una
cuarta dimension, x4 = ict, que es imaginaria pura.

Sin embargo, fue la formulacién de la mecdnica cudntica la que situd las
funciones complejas en un lugar preeminente dentro de la fisica moderna. La
ecuacion central de la mecénica cudntica no relativista es la llamada ecuacién
de Schrodinger, la cual, para una particula moviéndose en una dimensién, toma la
forma 5 2

ihg y(x,t) = {—%E + V(x)} y(x,t)

donde 7 es la constante renormalizada de Planck, m es la masa de la particula y
V(x) es un potencial externo arbitrario. En esta ecuacion se observa que la unidad
imaginaria aparece explicitamente en el lado izquierdo. Esto ya es, de por si, una
novedad respecto a las teorias anteriores, pero quizd es mucho mas importante
el hecho de que la funcién de onda y(x,7), la cual describe totalmente el estado
de la particula, es una magnitud compleja. El médulo al cuadrado de y/(x,7) es
un ndmero real que representa una probabilidad y que, por tanto, puede medirse
experimentalmente. La naturaleza compleja de y/(x,7) se manifiesta, ademds, en
fendmenos espectaculares que también se detectan en el laboratorio, como efectos
de interferencia de ondas de materia, corrientes a voltaje cero entre uniones su-
perconductoras y efectos de campo magnético en regiones donde no existe campo
magnético.

Las aplicaciones esbozadas anteriormente deberfan eliminar cualquier reticen-
cia ante el estudio de los nimeros complejos. Atn asi, nos sigue siendo intuitiva-
mente dificil asignar un caracter «real» a un nimero complejo. Quiza la confusion
aparece al querer dotar a los nimeros imaginarios de propiedades de las que ca-
recen, como la facultad de poder contar cosas. No obstante, debemos pensar que
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s6lo los nimeros naturales son capaces de eso. i no es mds que un simbolo como
lo puede ser el signo — para los nimeros negativos, la coma para los nimeros
decimales, \/2 para representar el niimero irracional 1,4142... 6 & para definir
la semilongitud de una circunferencia de radio unidad. No hay nada misterioso
en i sino una gran cantidad de resultados fascinantes que trataremos de aprender
durante este curso.

Ejercicios

1. Resolver la siguiente paradoja:
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Nuameros complejos

N ESTE CAPITULO introduciremos los niimeros complejos y sus propiedades
E algebraicas. Descubriremos una forma alternativa de representar nimeros
complejos que resulta muy util para realizar multiplicaciones y potencias. Esta
representacion se basa en la relacidon que existe entre la funcién exponencial y
las funciones seno y coseno. Finalmente, aprenderemos a calcular raices de un
nimero complejo, derivando soluciones adicionales que no pueden deducirse sélo
a partir de los nimeros reales.

1.1. Definicion

Definicion. Un ndmero complejo z se expresa de la siguiente forma:

donde a y b son numeros reales. La parte real de z es
Re(z) =a

y la parte imaginaria de z es
Im(z) =b

Aunque se denomine imaginaria, la parte imaginaria es un nimero real, igual que
la parte real.

Cuando Ia parte real de z es cero (a = 0), se dice que z = ib es imaginario
puro por tener s6lo parte imaginaria. Obviamente, cuando la parte imaginaria es
cero (b = 0), el nimero z es real. Por eso, los nimeros reales no son mas que un
caso especial de los nimeros complejos.
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Im z
7=x+iy=(x,y)

Re z

Figura 1.1: Representacion geométrica de z en coordenadas cartesianas.

1.2. Representacion grafica

La caracterizacion de un nimero complejo mediante un par de nimeros reales
(las partes reales e imaginarias) sugiere que podemos utilizarlas como coordena-
das en el plano para representar graficamente el nimero z = (x,y). Asi, la repre-
sentacién resultante es muy similar a la de los vectores en R?. El eje x, horizontal,
de abscisas o real corresponde a Re(z) mientras que el eje y, vertical, de ordena-
das o imaginario corresponde a Im(z). De ahi que la forma z = a + ib también
reciba el nombre de representacién en coordenadas rectangulares o cartesianas
(véase figura 1.1). El plano complejo también puede llamarse plano z o diagrama
de Argand.

El nimero complejo que surge de la reflexion de z alrededor del eje real se
denomina complejo conjugado de 7 y se denota como z*. En coordenadas rectan-
gulares, no hay mds que cambiar de signo a la parte imaginaria':

Z'=a—ib
> EJEMPLO. Sea z = /3 +i. Hallar Re(z*) e Im(z*).

Calculamos primero el complejo conjugado: z* = v/3 —i. Por tanto, Re(z*) =
V3 eIm(z*) = —1 (serfa incorrecto escribir Im(z*) = —i). Fijese que, en ge-
neral, se verifica que Re(z*) = Re(z) y que Im(z*) = —Im(z) para todo z.

De forma andloga a los vectores en R?, se define el médulo de un nimero
complejo z = a+ ib como la distancia de z al origen:

mod (z) = |z| = Va® + b?

Es importante sefialar que mod (z) es siempre un nimero real y positivo.

I El asterisco representa la notacién mds frecuente en fisica e ingenierfa. En matematicas se
prefiere emplear la notacion Z.
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> EJEMPLO. Sea z = /3 —i. Hallar |z].

La parte real es a = v/3 y la parte imaginaria, b = — 1. En consecuencia,
o=y (V3P4 (1) = V3T T =2

Una caracteristica importante de los niimeros complejos y que se utiliza con
frecuencia es la condicion de equivalencia. Dos niimeros complejos z; = a + ib
y 22 = ¢+ id son equivalentes, es decir, z; = z5 si y solo si las partes reales y las
imaginarias son iguales:

=2 < a=cyb=d

Esta condicién proporciona dos ecuaciones para la igualdad entre nimeros com-
plejos debido al caracter bidimensional de estos nimeros.

1.3. Propiedades algebraicas
Sean dos nimeros complejos z; =a+ibyzy =c+id.

Definicion. La suma de z; y 2> es una operacion que genera un nuevo ndmero
complejo cuya parte real es la suma de las partes reales y cuya parte imaginaria es
la suma de las partes imaginarias:

21+2=(a+c)+i(b+d)

Geométricamente, la suma de dos niimeros complejos es equivalente a la suma
vectorial en R

De la definicion anterior es inmediato ver que la suma de nimeros complejos
cumple las propiedades de la suma de nimero reales:

1. Conmutativa: z1 +zp = 22+ 21

2. Asociativa: z1+ (22 +z3) = (21 +22) + 23
3. Elemento neutro: 0+z =72

4. Elemento opuesto: z+ (—z) =0

No hay que confundir el elemento opuesto, al que se le cambia de signo las partes
reales e imaginarias, con el complejo conjugado, en el que sélo se cambia de signo
la parte imaginaria.
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> EJEMPLO. Sean z; = 2++/3i y zp = 2—+/3i. Hallar la suma y la diferencia.

Calculamos la suma:
z=a+n=02+V3i)+(2-V3i)=4

Observamos que el resultado es igual a 2Rez debido a que z = z]. En
general, para cualquier z se tiene que

z+7z*
2

Rez =

Ahora calculamos la diferencia:
r=z2—2=02+V3i)—(2-V3i)=2iV3

que equivale a 2iImz. En realidad, para todo z se cumple que

*

—2Z
Imz= =
Ty

Definicion. El producto de z; y z; se obtiene al multiplicar los binomios a+ ib y
c+id y utilizando la relacién i = —1:

2122 = (a+ib)(c + id) = ac + iad + ibc + i*bd = (ac — bd) + i(ad + bc)

El significado geométrico no es tan evidente como en el caso de la suma y de
ningtin modo podemos asociar el producto de nimeros complejos al producto es-
calar o vectorial de vectores en R?. Esto hace que la expresién en coordenadas rec-
tangulares no sea del todo satisfactoria ya que es muy util tener una visualizacién
espacial de las operaciones algebraicas. De hecho, las construcciones geométricas
fueron la principal herramienta en las demostraciones matematicas durante cien-
tos de afios. En la seccién siguiente, veremos una expresion alternativa de z que es
mucho conveniente a la hora de representar graficamente el producto de nlimeros
complejos.

Al igual que la suma, el producto verifica las propiedades usuales:

1. Conmutativa: 7120 = 2271
2. Asociativa: z71(2223) = (2122)23
3. Elemento neutro: 17 =z

4. Elemento inverso: %z =1
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Por tltimo, la suma y el producto estdn relacionados mediante la propiedad dis-
tributiva:
zi(n+z)=un+uan

Cuando un conjunto de nimeros cumple las propiedades expuestas antes, se
dice entonces que forma un cuerpo. Denotaremos el cuerpo de los nimeros com-
plejos como C.

> EJEMPLO. Sean z; = 1+ 3iy zp = i. Hallar el producto z = z;z5.

Aplicamos la definicién anterior:
2=(1430)(i)=i+37=i—3=-3+i

Si representamos z en el plano complejo, observamos que, al multiplicar z;
por i, z; ha sufrido una rotacién de m/2 alrededor del origen. De aqui se
intuye que el producto en casos sencillos tiene que ver con rofaciones en el
plano. Veremos este efecto con mds detalle en la préxima seccidn.

A partir de las definiciones de complejo conjugado y producto, se puede dar
una expresion alternativa para el médulo de z = a + ib:

|2)? = zz*

ya que zz* = (a+ib)(a — ib) = a®> + b*.
Una expresion que se utiliza a menudo es el mddulo al cuadrado de la suma
de z; y 72 en términos de z; y z7:
a1+ 2 = |(a+c) +i(b+d)?
=[(a+c)+i(b+d)|[(a+c)—i(b+d)]
= (A®+b*) + (2 +d*) +2(ac+ bd)
= [z1]* + |z2|* +2Re(z123)

Esta expresién es similar a la férmula del binomio con nimeros reales, (a+b)? =
a* + b* + 2ab, pero no hay que confundirlas. Asimismo, indica que el médulo al
cuadrado de una suma no es la suma de los médulos al cuadrado. Sin embargo, el
modulo del producto si que equivale al producto de los médulos:

lz122| = |z1]|22]

La operacién «conjugado de (...)», denotada por (...)* no tiene los problemas
del médulo ya que el conjugado de la suma es la suma de los conjugados:

(z1+22)" =0+2
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y el conjugado del producto es el producto de los conjugados:
(z122)" =472

Finalmente, el cociente o division de z; y z, se realiza multiplicando numera-
dor y denominador por el conjugado del denominador:

AL ac—H)d+ .bc—ad
_— = = 1
w0 A+d o A4d?

Por supuesto, la division tiene sentido sélo si z # 0. Asi, podemos dar una expre-
sion para el elemento inverso de la multiplicacion:

|
¢
Por ejemplo, el inverso de i es 1/i = —i/|i|* = —i ya que |i|> = 1 (jno confundir

con 2 = —11).

> EJEMPLO. Sean z; = 1+ 3iy zp = i, como en el ejemplo anterior. Hallar

ahora el cociente 7z = %

1430 (1+43i0)(—i)
I T
También podriamos haber utilizado el hecho de que 1/i = —i y haber redu-
cido la divisién anterior a una mera multiplicacién:

=3

<

1+43i
1= (430 (i) =3—i
i
-5 4 ,
> EJEMPLO. Demostrar que z = 3-4i 5 es un ndmero real.
—4i i

Realizamos las operaciones indicadas:

_ —5(344)  4(=5)  —15-20i —20i -3

3—4i2 |57 25 25 5
Otra forma de llegar al mismo resultado es utilizar las propiedades conoci-

das de las fracciones, que funcionan igual de bien con los niimeros comple-
jos:

a5 zniza+2z3 25— 124160 (—12-9i)(20—15)) 3
n 20+ 15i N 152 4207 5



1.4 Propiedades geométricas 23

1.4. Propiedades geométricas

Al representar un punto en el plano mediante el nimero complejo z, pode-
mos escribir formulas de geometria analitica utilizando z en lugar de las variables
usuales x e y. Recordemos que x denota la coordenada horizontal e y, la vertical.
Por eso, asignamos x a la parte real de z e y, a su parte imaginaria: z = x+iy. A
veces, este modo de proceder da lugar a expresiones mds elegantes gracias a una
notacién mds concisa.

> EJEMPLO. Interpretar graficamente el conjunto de puntos determinado por
Im(z*+i) =2.

Sustituyendo z = x + iy en la expresion anterior, obtenemos:
(& +i) = Im(x+i(—y+1) = 1 —y =2

Luego el conjunto de puntos pedido corresponde a la recta horizontal y =
—1.

> EJEMPLO. Interpretar graficamente el conjunto de puntos determinado por
lz—i] < V3.
De forma andloga al ejemplo anterior, hacemos uso de la sustitucién z =
X+ 1y:
o=l = e+ily =)= /2 +(-12< V3

La dltima expresion equivale a
Hy-12%<3
que corresponde a la regi6n circular centrada en (0, 1) y radio v/3.

Del ejemplo anterior se puede extraer la conclusién de que las expresiones del
tipo |z — zo| tienen que ver con la distancia entre puntos del plano, ya que la defi-
nicién de circulo corresponde precisamente al conjunto de puntos cuya distancia
al centro es menor o igual a un cierto nimero real. En efecto, la expresion

|z1 — 22|

corresponde a la distancia entre los puntos z; y z2 en el plano complejo. Veamos
una aplicacién de esta idea con el siguiente ejemplo.

> EJEMPLO. Hallar la condicién de perpendicularidad entre dos segmentos
del plano complejo.
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Sea el tridngulo rectdngulo formado por los vértices 0, z y w, donde O es el
vértice recto. Entonces, el segmento de recta que va de O a z es perpendi-
cular al que va de 0 a w. Aplicando el teorema de Pitagoras, calculamos la
distancia de z a w (es decir, la longitud del segmento que va de z a w):

e—wl=/Iz] + |w]?

Por otro lado, habiamos visto un poco mds arriba que, dados dos nimeros
complejos cualesquiera, se cumplia la siguiente igualdad:

2= wl = /|2 + P — 2Re(aw")
La tnica forma de que ambas ecuaciones se satisfagan es exigir que
Re(zw™) =0
lo cual da la condicién de perpendicularidad entre los dos segmentos 0z y

Ow. Por ejemplo, el segmento que va desde el origen a i y el comprendido
entre 0 y —2 son ortogonales entre si puesto que Re[i(—2)*] =Re(—2i) =0.

Las leyes de la geometria analitica en el plano real, reescritas en el lenguaje

de los numeros complejos tal y como como ilustra el ejemplo anterior, son igual-
mente validas en el plano complejo. Quiza el caso mds importante lo constituya
la denominada desigualdad triangular, que se puede enunciar del siguiente modo:

Teorema. Sean z| y 2o dos niimeros complejos. Entonces:

21 + 22| < |z1] + |22

Demostracion. Utilizamos la expresion, encontrada anteriormente, para el médu-
lo al cuadrado de la suma de dos nimeros complejos:

21 + 22 = |z1)? + |22 + 2Re(z12)
——
<2|z175| ya que Rez < [¢]
<l|z1)* +|z2)* + 2|21
=z |2 + |Zz|2 +2|z1||z2]
= (21| + |z2])?

Eliminando cuadrados, se obtiene el enunciado requerido. Esta desigualdad, lla-
mada triangular, se empleara en ciertas demostraciones a lo largo del curso. [
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Damos, ahora sin demostracion, otras desigualdades notables:

|z1] = 22| < |21 + 22
l|z1] = |z2|| < |21 + 22|
|21 — 22| < |z1 — 23] + |22 — 23]
La dltima desigualdad es geométricamente evidente: la distancia entre dos puntos

debe ser menor o igual que la suma de las distancias de cada punto a un tercero.
Poniendo z3 = 0, recuperamos la desigualdad triangular.

1.5. Forma polar

Habiamos visto que las expresiones que se deducen del producto y la divisién
de dos nimeros complejos escritos en la representacion cartesiana eran algo com-
plicadas. Estudiaremos ahora una representacién alternativa que es preferible en
muchos casos a la representacion en coordenadas rectangulares y que resulta ser
extremadamente Util en ciertas situaciones que quedardn claras enseguida.

La forma polar requiere un paso previo, pues debemos escribir primero el
nimero z = x + iy en la representacion trigonométrica. Elegimos, en lugar de las
coordenadas x e y, dos niimeros que especifiquen totalmente y sin ambigiiedad el
nimero z, a saber, la distancia al origen, la cual equivale a mod (z):

r=lz| = v/x%+)?
y el angulo 6 que se mide en sentido antihorario a partir del semieje x > 0:
tg0 = Y
X

Podemos invertir las ecuaciones anteriores y escribir la parte real x y la parte
imaginaria y en términos de r y 6:

x=rcosO

y=rsenf
Entonces, un nimero z = x+ iy dado se puede escribir asi (véase la figura 1.2):
z=z|cos 0 +ilz|sen O

Ya habiamos mencionado que |z| es el médulo de z. El dngulo polar 6 recibe el
nombre de argumento o fase:
6 = arg(z)
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Im z

- 0
z=r(cosB+isinB)=re'

A\
(/\'L’
N0

1
I

Re z

Figura 1.2: Representacion z en términos de la distancia al origen r y el dngulo
polar 6.

> EJEMPLO. Expresar z =1 —i en la representacion trigonométrica.

La parte real es x = 1 mientras que la parte imaginaria es y = —1. Hallamos
primero el médulo:

el =/ 12+ (=12 = V2
A continuacién, calculamos el argumento:
0= arctg_—] =arctg(—1) = r
1 4
Por tanto, z toma la siguiente forma:

= \/Ecosg — i\/isen%

Un aspecto fundamental a tener en cuenta es que, como la variable arg(z)
es un dngulo, existe un nimero infinito de fases igualmente vilidas que difieren
en multiplos de 27. Asi, en el ejemplo anterior podriamos perfectamente haber
escogido los dngulos 6 = —m/4+21 =Tn/4, 0 = —n/4+4x = 157 /4, etc.
Para eliminar esta ambigiiedad, usaremos la denominacién argumento principal,
Arg(z), cuando se cumpla que

—-nt<06<rm

Dicho de otro modo, la determinacién principal del argumento viene dada por
—7 < 6 < m. Por ejemplo, el argumento principal de 1 —i es Arg(z) = —x/4.
Noétese que Arg(z) es unico, pero arg(z) no lo es, debido a la periodicidad angular
mencionada. Ambos estdn relacionados mediante

arg(z) = Arg(z) +2nw (n=0,+1,42,...)
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Otro aspecto que no hay que olvidar es que la fase se calcula a partir de la
funcién tg 6. Ahora bien, la tangente tiene periodo 7, no 27x. Por tanto, hay que
localizar primero el cuadrante donde estd situado z. Vedmoslo con un ejemplo.

> EJEMPLO. Expresar z = —1+i en la representacion trigonométrica.

La parte real es x = —1 y la parte imaginaria es y = 1. El médulo es el
mismo que el del ejemplo anterior:

A=y 2 +12= 2
A continuacién, calculamos el argumento de la misma forma:
1 T
0 = arctg = arctg(—1) = ~2 INCORRECTO

El célculo de la fase no es correcto, pues el médulo y el argumento de
z = —1+1i no pueden equivaler a los de z =1 —1i, ya que se trata de dos
nimeros distintos. El problema radica en que z = —1 4 se sitiia en el se-
gundo cuadrante. Luego la fase no es 6 = —m/4, que corresponde a un
angulo en el cuarto cuadrante, sino 6 = 37 /4.

La leccién que se extrae del ejemplo anterior es que la relacion
0 = arctg Y
X

es sélo valida cuando z = x+ iy estd situado en el cuadrante primero o en el cuarto.
Para el segundo cuadrante se puede utilizar la siguiente férmula:

0 = 1+ arctg Y

X

mientras que para el fercer cuadrante se verifica
_ Yy
0 = —m+arctg -
X

La forma trigonométrica no es mds util que la forma cartesiana para multipli-
caciones y divisiones. El gran avance consiste en utilizar la féormula de Euler:

¢% = cosO +isend

Esta expresion se demuestra identificando, por separado, las expansiones de Tay-
lor para las funciones seno, coseno y exponencial. En efecto, tomamos del andlisis
de funciones de variable real las siguientes series infinitas:

cos0:1—2—!0 +4—!0 +...

) . A5 1 s
1sen0—10—z§0 +z§0 +...
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Por otro lado, la funcién exponencial se puede desarrollar asi:

. 1 1
0 _ 1. )2 )3
e —1+19+2!(19) +3!(10)

1,1

1 1
+<i9—i§93+i—95+...>

(i0)° +...

5!
En la segunda igualdad hemos usado el hecho de que i* = —1, * = i%i = —i,
i* = i2i* = 1, etc. Comparando los términos entre paréntesis con las series para

el coseno y el seno escritas arriba, se llega a la formula de Euler. Sin embargo,
la demostracién estd incompleta, pues ain no hemos hablado de series de funcio-
nes de variable compleja ni hemos probado que dichas series converjan. Esto se
dejara para el capitulo 5. Por el momento, nos basta con esta prueba heuristica y
tomaremos la férmula de Euler como vilida.

Sustituyendo 6 = 7 se llega a la siguiente identidad, quiza la mas conocida de
todas las matemadticas:

elﬂ' _ _1

pues relaciona de manera muy bella cuatro nimeros fundamentales.
Es importante observar que

le"®| = \/cos20 +sen? 6 = |

para todo 6, sugiriendo que todos los resultados trigonométricos pueden dedu-
cirse de las propiedades de la funcién exponencial compleja. De hecho, podemos
escribir las funciones seno y coseno en términos tnicamente de funciones expo-
nenciales. Para ello, calculamos primero el complejo conjugado de la férmula de
Euler:
e % =cos® —isend

A continuacién, empleamos las relaciones encontradas en la pagina 20 entre las
partes reales e imaginarias y z y z*, donde z = ¢/® y z* = 79 Se halla:

eie _|_e—i9
cos = ——

senf =
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Al fin, llegamos a nuestro objetivo: escribir un nimero complejo z en su forma
polar (o exponencial). Sustituyendo la férmula de Euler ¢’® = cos 8 +isen en la
representacion trigonométrica z = |z| cos 6 + i|z| sen 6, encontramos

7= |z|e'®

donde recordamos que 6 = arg(z).

> EJEMPLO. Escribir z = —1 4 i en forma polar e indicar el argumento prin-
cipal.
En el ejemplo anterior, vimos que |z| = V2 y argz = 3w/4 +2nm (n =
0,4+1,+£2,...). Entonces, la forma polar es

2= V25T (i —0,41,42,.)

Para encontrar el argumento principal, hemos de encontrar cudl de los dngu-
los 6 = %r +2nT=...— %T”, %’, 1}7” ..., estd dentro del intervalo —7 < 0 <

7. Vemos que el tnico dngulo que lo satisface es Arg(z) = 3m/4.

> EJEMPLO. Escribir los siguientes nimeros en forma exponencial e indicar
el argumento principal.

l.z=1=z=€""" Argz=0

(T
3. z=—1=z=¢€"@"*D  Argz=n
S n
4, = —i=z=¢("527) , Argz=-3%

En todos los casos anteriores, hemos tomado, como siempre, n=0,+1,42. ...

Si representamos los puntos anteriores, vemos que se localizan sobre la
circunferencia de radio unidad ya que |z| = 1 para todos ellos.

Ya hemos avanzado que la forma polar es particularmente ttil a la hora de
evaluar productos y cocientes de nimeros complejos. Dados z; y zp en forma
polar, hallamos el producto

z=212 = [azal %)
y el cociente
_ |Z1|ei(91792)

2 |n
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Estas expresiones son mucho mds sencillas que las que obtuvimos en coordenadas
rectangulares. Esta simplicidad se debe, en parte, a que los argumentos sélo hace
falta sumarlos o restarlos, es decir:

arg(z1zp) = arg(z;) +arg(z;)

Sin embargo, no hay que caer en la tentacién de emplear el mismo razonamiento
con el argumento principal, ya que, en general,

Arg(z122) # Arg(z1) + Arg(z2)

pues puede ocurrir que la suma de la derecha exceda el intervalo — 1 < 0 <1y
no sea igual al término de la izquierda. A veces puede ocurrir que se satisfaga la
igualdad, pero eso serd sélo una casualidad. Al calcular el argumento principal de
un producto, primero hay que realizar la multiplicacion y, sélo después, hallar el
argumento principal.

> EJEMPLO. Calcular z =zj2p si z1 = —1y zp = i, y explicar la razén por la
cual Arg(z122) # Arg(z1) + Arg(za).

Es fécil realizar la multiplicacion:

. . i(—Z T
Z:(—l)l:—l:el( §+2””)’ Argz:—a
Sin embargo, si realizamos la multiplicacién en polares queddndonos s6lo
con el argumento principal,

2= (=1)i =¢€™e™? = 32 INCORRECTO

estarfamos cometiendo un error, ya que el argumento principal de z = —i no
es 31/2 (que estd fuera del intervalo —m < 6 < 1) sino —7/2 como ya he-
mos visto antes. Esto no quiere decir que no podamos multiplicar nimeros
en forma polar, sino que tenemos que hacerlo con cuidado:

2= (—1)i = @M (312) (20 +1,42,...)
= (F1m) (= v =0,41,42,...)

El resultado anterior es enteramente correcto. Ahora y sélo después de ha-
ber hecho la multiplicacién, calculamos el argumento principal. Vemos que
éste tiene lugar cuando n = —1, esto es, Arg(z) = —7/2, exactamente igual
que lo que obtuvimos arriba.

Dado z = |z]e’, el complejo conjugado en forma polar también adquiere una

expresion sencilla:
—i0
Z* — |Z|e l
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> EJEMPLO. Hallar el patrén de interferencia de dos osciladores de igual fre-
cuencia y amplitud, pero diferentes fases, 6, y 0.

Sabemos que la coordenada x de un oscilador clasico viene dada, a cualquier
tiempo #, por x(t) = xo cos(@t + 0;) donde xy la amplitud y o la frecuencia
de oscilacién. La misma ecuacién puede describir la componente de una
onda electromagnética, siendo x% la intensidad de la onda en ese punto.
(Cudl serd el efecto combinado de dos ondas? Deberiamos calcular la suma
xo cos(t + 61) +xgcos(wr + ;). Esto se puede hacer de forma mucho mas
facil con nimeros complejos. Sean los osciladores

21 (l) _ ’Zl ’ei(wt+91)

ZZ(I) _ |Z2|ei(wt+92)
La intensidad de la onda combinada z = z; + 75 sera

2)? = (21 +22) (21 +22)"

= [|Z1|ei(wt+91)+ |Z2|ei(a)t+92)] [|Zl|eﬂ.(wt+91)+ |Z2|efi(a)t+92)]

= [zt + |22 + a1 |22 [e’w]_eﬁ +e_i(9‘_92>}
= |21 + |z * 4+ 2|z1] |22 cos (6, — 62)

El efecto de interferencia es el término proporcional a cos(6; — 6,). Obser-
vamos que la intensidad de dos ondas que interfieren no es igual a la suma
de las intensidades. Si las ondas estdn en fase y las amplitudes son igua-
les, 6; = 6, y |z1]| = |z2], la ecuacién anterior nos dice que la intensidad es
cuatro veces la intensidad de una de las ondas (interferencia constructiva)
mientras que si estdn fuera de fase, 6 = 6, + 7, la intensidad es cero (in-
terferencia constructiva). El patrén resultante de zonas brillantes y zonas
oscuras es caracteristico del movimiento ondulatorio y lo sorprendente es
que se manifiesta también con particulas materiales, como el electrén, lo
que constituye una prueba espectacular de las leyes de la mecédnica cudntica
a nivel microscépico.

1.6. Potencias

Al igual que la multiplicacién, la operacién de elevar un nimero complejo a
un ndmero real es mucho mas facil de realizar si el nimero complejo esta escrito
en forma polar. Por ejemplo, sea el nimero natural n € N. Entonces,

A\ .
Zn _ (|Z|eze) _ |Z|nem9
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> EJEMPLO. Dado z = 1 +iv/3, calcular 2°.

Podrfamos utilizar la férmula del binomio y desarrollar (14 iv/3)3. Pero
creemos que es mas facil pasar primero z a su forma exponencial:

T .
7 =1/124+(V3)2=2, 6 =arctg\V/3= 3 == 2673
Ahora podemos calcular rdpidamente la potencia pedida:

. 5 5
2 =255 — 3 <cos ?71 +isen g)

Finalmente, deshacemos el cambio a polares, volviendo a la forma cartesia-
na:
1 3
D=3 (— 4%) —16—i16V/3

Expresemos ahora la potenciaciéon de un nimero complejo en la representa-
cién trigonométrica:
7" = |z|"(cos @ +isenB)"

Ahora bien, la férmula de Euler establece que

" = cosn6 +isennd

Por tanto, usando la forma polar 7" = |z|"e™®, encontramos la siguiente identidad:

cosnB +isennb = (cos 0 +isen )"

resultado que se conoce con el nombre de formula de De Moivre. Esta formula
es increiblemente util para derivar formulas trigonométricas.

> EJEMPLO. Demostrar que
3 1
cos’0 = 7,608 0+ 1 cos360

Empleamos la férmula de De Moivre para n = 3:

cos30 +isen30 = (cos O +isen@)?

= cos® 6 —3sen? B cos O +i(3cos’ @sen O — sen’ B)
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Los dos miembros de la ecuacién son iguales si y sélo si son iguales sus
partes reales e imaginaria:

3 1
c0s360 = cos® 6 — 3(1 — cos® ) cos § = cos” § = Zcose+zcos30

3 1
sen30 = —sen’ @ +3(1 —sen” H)sen = sen’ H = Zsene— Zsen39

Noétese que, gracias a que la equivalencia de nimeros complejos implica
dos condiciones, este método nos ha proporcionado una segunda férmula
trigonométrica.

1.7. Raices

El cilculo de la raiz enésima de un nimero complejo, z'/” con m € N, es algo
mds complicado que el cdlculo de potencias puesto que, en general, z!/™ tiene
m raices distintas. Este resultado nos es familiar del 4lgebra real, pues z = 4'/2
tiene, como sabemos, dos raices: z = 2. Sin embargo, si aumentamos un poco
m, los nimeros reales no nos generan mds raices (témese, por ejemplo, 8!/3 =2,
que s6lo tiene una). ;De donde salen, pues, las otras raices en C? Esperemos que
quede claro con el siguiente ejemplo:

> EJEMPLO. Sea z = 8. Hallar w = z'/3,
Primero, escribimos z en notacién exponencial:
2=8e""  (n=0,%1,£2,...)
Entonces:
w=z/3=2¥"3  (n=0,+£1,42,...)

Ahora bien, n = 0 reproduce la raiz que ya conociamos (w,—o = 2). Para
n = 1 obtenemos el siguiente nimero:

. 2r 2n
Wy = 26273 =2 <cos? +isen?> =—14iV3
que es una raiz distinta de w,,—¢ y satisface igualmente (—1+ i\/§)3 =8.La
tercera raiz sale de considerar el caso n = 2:

Wy = 26473 = _1 —i\/3

Podemos ahora preguntarnos si existen mas soluciones. Representando grafi-
camente w,—g, Wy—1 Y Wp—2, Observamos que w,—3 = 262%™ =2 coincide con
Wp=0 ¥, pOr tanto, no es una raiz distinta. Asi pues, para n > 3 las raices se
van repitiendo periddicamente. Si ahora escogemos los casos n < 0, reco-
rremos las mismas raices, pero en sentido inverso.
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Figura 1.3: Soluciones de la ecuacién ciclotomica para n = 4.

En consecuencia, el método para hallar las raices de un nimero complejo
z consiste en (i) pasar z a la forma exponencial mds general (no quedarse sélo
con el argumento principal) y (ii) hallar las n = 0,...,m — 1 raices dando valores
sucesivos a n.

De todas las raices, se denomina raiz principal la correspondiente a utilizar
el argumento principal de z. En el ejemplo anterior, la raiz principal de z = 8 es
Wm—o = 2 puesto que Arg(z) =0.

> EJEMPLO. Resolver la denominada ecuacién ciclotomica: w" = 1, donde
we C.

Resolver la ecuacién ciclotémica equivale a hallar las n raices de la unidad,
1!/ Con ntimeros reales, la respuesta es facil: la unidad s6lo tiene una raiz
(igual a 1) si n es impar y dos raices (1 y —1) si n es par. Pero con nimeros
complejos nos aguarda una sorpresa.

Seaz=1=¢e*"" conm=0,4+1,42,... Entonces, las soluciones son:

Wiy = e217rm/n

Para n = 4, tenemos que las cuatro raices distintas son

Wy—o = 1 (la raiz principal)
Wyl = e217r/4 _ em:/2 —
Wy = e217r2/4 — T — ]

Wye3 = e217r3/4 _ 63171:/2 —
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Wiy = €274/ = 2T — | esigual a w,—o y aqui paramos la sucesién. Repre-
sentando w123 en la figura 1.3, vemos que forman los vértices de un cua-
drado inscrito en la circunferencia de radio unidad. Igualmente, las raices
que corresponden al caso n = 6 forman un hexdgono inscrito, etc., de ahi la
importancia de la ecuacidén ciclotomica, pues permite construir poligonos

de n lados inscritos en la circunferencia de radio unidad.

1.8. Formulacion abstracta

Una forma equivalente de introducir los nimeros complejos se basa en consi-
derar z como el par ordenado z = (x,y) donde x = Rez e y = Imz. En general,
(x,¥) no describe el mismo punto en el plano que (y,x), de ahi la importancia de
la ordenacion.

Sin mencionar la existencia de i, definimos la suma

21+ 22 = (a1 +x2,51 +2)

y el producto
2122 = (X122 — y1y2,X1y2 + X2)1)

de los dos niimeros complejos z; = (x1,y1) ¥ 22 = (x2,y2). De la dltima definicién
se deduce que (0,1)-(0,1) = (—1,0), que es una forma un poco enrevesada, pero
equivalente, de escribir > = —1.

Las propiedades enumeradas en la seccion 1.3 respecto a las operaciones suma
y producto (conmutativa, asociativa y distributiva) mds el hecho de que las dos
operaciones posean elementos inversos

—<= (—x’ —y)

= Xy
x2_|_y2’ x2+y2

para que se puedan definir las operaciones inversas (sustraccion o resta y division
o cociente) hacen que el conjunto de los nimeros complejos C sea un cuerpo o
campo’.

Obviamente, la ventaja de esta formulacion no es operacional, pues es mu-
cho mds rdpido calcular expresiones utilizando las propiedades de i. Aun asi, la
formulacion abstracta es sistematica y, al proporcionar una visioén de los comple-
jos como ndimeros bidimensionales, podemos plantearnos la siguiente pregunta:
(pueden generalizarse los nimeros complejos a espacios de dimension mas alta?

2 También forman cuerpos el conjunto de los niimeros racionales y el de los nimeros reales,
pero no los ndmeros naturales ni los enteros.
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Hamilton descubrié que esta generalizacién no era posible en el espacio tridi-
mensional, pero que si existia una analogia en cuatro dimensiones. Puesto que
en el espacio de dos dimensiones, un nimero complejo z = la+ ib se expresa en
términos de dos «vectores» unitarios (1 e i), en cuatro dimensiones se han de in-
troducir cuatro vectores unitarios: 1, i, j y k, donde 2= j2 — k* = —1. Por tanto,
un nimero complejo en cuatro dimensiones, denominado cuaternion, se escribe
en la forma

z=al+bi+cj+dk

donde a,b,c,d € R.

Hamilton demostré que la suma y la multiplicacién de cuaterniones obedecian
las mismas reglas que los nimeros complejos bidimensionales, pero para poder
definir la divisién hubo de suponer que la multiplicacién no era conmutativa sino
que los vectores unitarios satisfacian una suerte de propiedad ciclica:

Utilizando la primera de estas relaciones, podemos expresar un cuaternion me-
diante dos nimeros complejos:

z=al +bi+cj+dk= (a+bi)+ (c+di)j

Sorprendentemente, este conjunto de nimeros tan abstractos tiene aplicacio-
nes fisicas de gran importancia. Sobresale el uso de cuaterniones en la extension
de la mecdnica cuantica que incluye los postulados de la relatividad especial, y
que fue formulada por primera vez por Dirac. En mecénica cudntica relativista,
la funcién de onda deja de ser un escalar y pasa a convertirse en un vector cua-
ternidénico de dos componentes. Puesto que un cuaternién se escribe como dos
nimeros complejos, se puede demostrar que la funcién de onda de Dirac describe
particulas con un grado de libertad interno (espin 1/2). ;Pero cudl es el significa-
do fisico de las dos componentes? En 1928 Dirac encontré que una de ellas tenia
siempre energia negativa y de ahf predijo la existencia de las antiparticulas’ .

1.9. Aplicacion: Movimiento retrégrado de los planetas

En esta seccién utilizaremos la forma exponencial de los niimeros complejos
para explicar cualitativamente el movimiento aparentemente retrégrado que tienen
los planetas vistos desde la Tierra. La formulacién con nimeros complejos resulta
elegante y los célculos no son demasiado farragosos.

3 La antiparticula del electrén, el positrén, fue detectada cuatro afios mds tarde por C. D. Ander-
son.
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Imz

Re z

Figura 1.4: Ejemplo de movimiento retrégrado derivado de las ecuaciones de la
seccién 1.9.

Es conocido que, vistos desde la Tierra, los planetas exteriores a la érbita te-
rrestre, siguen trayectorias no uniformes. Si registramos observaciones sistemati-
cas de la posicion de un planeta durante un afio, parece como si el planeta, a
veces, avanzara y retrocediera por el firmamento. Este fendmeno dio muchos que-
braderos de cabeza al sistema astrondémico ptolemaico y no se comprendié en
profundidad hasta que aparecieron los trabajos de Kepler y Newton. Explicar di-
cho movimiento retrégrado (ver figura 1.4) es sencillo usando nimeros complejos
ya que la forma exponencial permite parametrizar curvas sobre el plano de una
manera muy facil. Por ejemplo,

z(t) = Re"

representa la circunferencia |z| = R cuando hacemos variar el pardmetro 7 de 0 a
27. En nuestro caso, f va a ser el tiempo. Por tanto, sea

ZT(Z) — eZm't

la posicion de la Tierra en el plano cuyo centro de coordenadas lo representa el
Sol y donde hemos tomado la distancia Tierra-Sol igual a 1 unidad astronémica.
Empezando en ¢t =0, tras # = 1 afio la Tierra completa una 6rbita circular alrededor
del Sol (la 6rbita en realidad es eliptica, pero con una excentricidad tan pequefia
que preferimos simplificar el problema).

Sea

ZM(I) — reZm'l/’L'

la posicién de otro planeta (por ejemplo, Marte). r es la distancia al Sol en unida-
des astronémicas y 7 es el periodo del planeta en afios terrestres. Entonces, desde
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la Tierra el planeta se encontrard a la distancia relativa
d(t) _ ZM(l) —ZT(I) _ rezmz/r ATt — p(t)eie(t)

Por supuesto, la distancia fisica es p(¢), siendo d(z) el «vector» que une los puntos
T y M. Si 0(t) es una funcion monétonamente creciente del tiempo, entonces
desde la Tierra no se observaria ningin movimiento anémalo. Nuestro objetivo,
pues, es calcular 0(7) y estudiar su comportamiento cuando ¢ aumenta.

En primer lugar, pasamos a coordenadas rectangulares:

2mt 21t
d(t) = <rcos - cos 2m> 41 <rsen - sen2m>

Luego el argumento de d(¢) es:

rsen 2—’1" —sen2mt

rcos 2—’1" — cos2mt

0(t) = arctg

Para ver si esta funcién es monétona o no, calculamos su derivada 6’ = d6 /dr:

27 n(t)

o' =
146()? (rcos % — Cos27rt)2

donde hemos definido la funcion

2mt 2wt
n) = <I cos % — cos27rt> (rcos % — cos27rt>

T

r 2wt 2wt
+ | —sen— —sen27t rsen — — sen 27t
T T T

Basta estudiar el signo de 1(¢) pues los otros términos que entran en la expresion
de 0’ son siempre positivos para todo ¢. Simplificando, tenemos que

2o ()

Buscamos ahora los extremos relativos de 6(¢) haciendo 1(z) = 0. Utilizando la
tercera Ley de Kepler, que relaciona el periodo de un planeta con su distancia al
Sol:

obtenemos la siguiente condicion:

1 r+rl/2
2t | 1—— )| = ——
[ 7 ( T)} b
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La funcién que aparece el miembro izquierda de la ecuacién es siempre menor
que 1 ya que r > 0. Como el coseno esta acotado entre —1 y 1, cabe, en principio,
algtin ¢ para el cual se satisface la condicién anterior. Es decir, la funcién ()
posee, en general, algin maximo o minimo local. Luego no es monétona y eso se
tiene que reflejar en que el planeta parezca avanzar y retroceder si lo observamos
desde la Tierra.

1.10. Problemas resueltos

[J PROBLEMA. Representar graficamente los siguientes nimeros complejos:

1+ L _ 1/4 _N2/m
@34 “”Im[(m)z] © (=64)'* (@ (~)

Tomar la determinacién principal cuando proceda.

Solucion. Reducimos los cuatro ndmeros a su forma cartesiana:

@ 2 (420G 44) 54100 1 2
== — = = —— —1
T4 T 3-4)(3+4)  32+42 55

2 2 L
(©) 73 = (—64) /4 = (—20) /4 = 23/2(_)1/4 = 93/2,im/4 23/2<cos%+
. T .
isen Z) =242

(d)z4 = (—)¥" = ex) = ¢~ = cos1 —isenl ~ 0,54 —0,84i

La representacion en el plano C puede verse a continuacion.

y
2+ °
Z3
1%%
25
Z
L2 | |
b [ [
-1 1 2 X
Z,
[ ]
1
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[J PROBLEMA. Determinar el conjunto de puntos que verifican las condicio-

nes siguientes:
(@)]z—243i=1 (b)Re(z"—i)=2

Solucién. (a) Sea z=x+iy. Entonces, z—2+3i =x—2-+i(y+3) y, por tan-
to, |z—2+3i| = /(x—2)2 + (y +3)2. Laecuacién /(x —2)2 + (y+3)2 =
1 se satisface en los puntos pertenecientes a la circunferencia de radio 1 y
centrada en el punto (2, —3).

(b) Sustituyendo z = x + iy, se obtiene Re(z* —i) = Re(x —iy—i) =x. La
ecuacion x = 2 corresponde a la recta vertical que pasa por el punto (2,0).
PROBLEMA. Hallar todos los valores de (2i)!/? y calcular la raiz principal.

Solucion. Sea w = 2i. Entonces:
w=2i=26"? = 2£/F/2H2%T)  }—01,2...

Por tanto, z = wl/2 = \/Eei(”/ 4+km) Damos valores a k hasta que encontra-
mos el primer repetido:

Zheo = \/Eein/4
Zhe] = \/Eei(ﬂ/4+7r) — \/EESM/AL

Zhen = \/Eei(ﬂ/4+27r) = Zto

Advertimos que para kK = 2 se obtiene la misma raiz que para k = 0 ya
que ¢'>* implica dar una vuelta completa. Asi pues, Gnicamente existen dos
soluciones distintas, v/2¢™* y \/2¢%%/*_ La raiz principal es la que corres-

ponde a k = 0, es decir, V2eim/4,
PROBLEMA. Resolver la ecuacion

le® —1|=2 si0<6<2rm

Solucién. Sea el nimero complejo z = ¢ — 1. Usando la férmula de Euler,
se encuentra z = cos 0 — 1 +isen 6. Hallamos su magnitud:

lz| = \/(COSO —1)2+sen?6
= \/cos29 +sen? 0 +1—2cos8 = /2 —2cosO = 2sen(6/2)
—_——

1
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1 —cos@
donde hemos utilizado la relacién trigonométrica sen’(8/2) = ————

La ecuacién del enunciado queda, entonces, 2|sen(60/2)| =2, cuya solucion
mas general es 0 = 7+ 2nx (n=0,4+1,£2...). El inico valor que se halla
dentro del intervalo pedido es 8 = 7. En efecto, sustituyendo en la ecuacién
del enunciado, hallamos la identidad | — 1| = |—1—1| = 2.

1.11. Ejercicios
1. Dados z=—1+iy w =3 —4i, hallar:

a) z+w

b) z—w

c) w

d) z/w

e) Im(w/z%)

y comprobar la desigualdad triangular.

2. Demostrar que el tridngulo con vértices en 0, z y w es equilatero si y s6lo si

[2]* = |w|* = 2Re(zw")

3. Representar el conjunto de puntos
Re[(m+i)z+b] =0
con m,b € Ry explicar el significado geométrico de m y b.
4. Encontrar todas las raices de (161’)1/ 4y representarlas graficamente.

5. Utilizando la representacion polar, demostrar la igualdad que tanto sorpren-
di6 a Leibniz:

\/1+i\/§+\/l—i\/§:\/6
Tener en cuenta sélo la raiz principal.

6. Hallar las raices del polinomio
2 - 1
P(z) =z"— (1 +i)z+ 3

7. Tustrar el movimiento retrégrado de los planetas tomando Marte como caso
de estudio (r = 1,88):
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a) Representar grificamente d(¢) y predecir el periodo (en afios terres-
tres) entre dos movimientos retrégrados consecutivos. Comparar con
datos reales y explicar el origen de posibles discrepancias.

b) Representar graficamente zy,(¢) y comprobar la relacién de los bucles
con los maximos o minimos de d(7).

1.12. Nota historica

Jean Robert Argand (1768-1822) fue un librero suizo aficionado a las ma-
temdticas. En 1806 public6 por su cuenta el trabajo donde revela la interpretacion
geométrica de los nimeros complejos, y envié copias a sus amigos, una de las
cuales llegd a las manos del famoso matematico francés Legendre. Casi un siglo
mas tarde se descubrié que el cartografo noruego Caspar Wessel (1745-1818),
otro matemadtico aficionado, habia hallado, de forma independiente y un poco an-
tes que Argand, la misma interpretacién geométrica.



Funciones complejas

L ESTUDIO de las funciones complejas inaugura el andlisis complejo. Una
funcién compleja cuya imagen pertenece al plano C exhibe propiedades
muy interesantes. Veremos que una funcion tiene derivada sé6lo si cumple un par
de condiciones fuertemente restrictivas. Introduciremos el concepto de funcién
analitica, sobre el que se basard buena parte del resto de curso, y presentaremos
las primeras aplicaciones fisicas de estas funciones.

2.1. Funciones de variable real

Se pueden construir funciones complejas a partir de un conjunto de R y, me-
diante una aplicacidn, llevarlo a C, f: R — C. Por ejemplo, si x € R, podemos
definir la férmula de Euler como la funcién

f(x) = €™ = cosx+isenx

Este tipo de funciones pueden representarse sin dificultad puesto que podemos
reescribir f como un vector de dos componentes:

[ = (Re f(x),Im f(x))
y dibujar la curva correspondiente en el plano complejo tomando x como un
pardmetro. Siguiendo con el ejemplo anterior, la funcién

f = (cosx,senx)

representaria la circunferencia de radio unidad.

Estas funciones son interesantes, pero no poseen propiedades que no conozca-
mos ya del andlisis vectorial de funciones reales. Lo realmente interesante surge
al considerar funciones complejas de variable compleja.
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2.2. Funciones de variable compleja

Estas funciones son totalmente nuevas y dan lugar a resultados en muchos
casos cualitativamente distintos a las funciones reales de variable real.

Definicion. La aplicacién w = f(z) toma un conjunto de C denominado dominio
2 donde estd definida y asocia cada uno de sus puntos a otro conjunto de C
llamado imagen o dominio imaginario:

f:2—-C

> EJEMPLO. Hallar el dominio de la funcién

Como la division estd definida siempre que el denominador sea distinto de
cero, el dominio de f serd todo C salvo z =i, es decir, 7 : {z € C | z # i}.

De la misma forma en que expresamos z = x + iy en términos de sus partes
real e imaginaria, podemos descomponer andlogamente una funcién f dada en su
forma cartesiana:

f=u(x,y)+iv(x,y)
donde

u(x,y) =Ref
v(x,y) =Im f

Ademais, se define la forma polar como sigue:
f=u(r,0)+iv(r,0)

donde r y 0 se introdujeron en el capitulo anterior:

r=|z|
Imz
tgd = —
£ Rez

Debido al isomorfismo entre C y R?, la funcién f = u+ iv puede identificar-
se con el mapeo f(x,y) = (u(x,y),v(x,y)) de la misma manera que un nimero
complejo z = x + iy puede representarse mediante el vector (x,y).
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> EJEMPLO. Expresar f(z) = z+z~ ! en forma cartesiana y polar.

Reemplazamos z por z = x+ iy y simplificamos:

. 1 X . y
f—x+ly+x+iy—x+x2+y2+l<y x2+y2>
u(x,y) v(x,y)

Esta es la forma cartesiana. La forma polar se obtiene haciendo la sustitu-
cién z = re’® y aplicando la férmula de Euler:

1. 1 '
f=rel® +—¢® :rcos9+irsen9+—cos9—isen@
r

r r
2 2
1 —1
T + cos9+i<r sen9>

r r
— —-
u(r,6) v(r,0)

2.3. Limites

Definicién. Una funcion w = f(z) tiende al limite w( cuando z tiende a zo,

lim £(z) = wo
720

si y s6lo si para todo € > 0 existe un & > 0 tal que |f(z) — wo| < € para todo z
cuando 0 < |z—2zo| < 0.

Esta definicién no es muy ttil desde el punto de vista operacional. Damos
ahora tres teoremas sin demostracion que nos van a ayudar en el calculo de limites.

Teorema. Si existe lim,_,, f(z) = wo, entonces el limite es linico
Teorema. Sea f = u(x,y)+iv(x,y). Si existe lim__,, f(z) = wo = ug + ivo, enton-

ces

lim M(X,y) = u(x()ay()) = Up
(x,y)—=(x0,y0)

lim V(X,y) = V(xo,)’o) =0
(xy)—(x0.50)

El reciproco también es cierto.

Teorema. Si existen lim,_,, f(z) y lim,_,, g(z), entonces

lim(f+g) = limf+ limg
220 220 220
lim fg = lim flimg
220 =20 220
llm J limZ%ZO f

=2 g lim, ,; g
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Damos un ejemplo que ilustra las propiedades anteriores:

> EJEMPLO. Hallar el siguiente limite:

4
=1
[= lim -

7—sei®/2 T —1

Observamos que ¢/? = i y que, por tanto, el numerador y el denomina-
dor tienden los dos a cero. La forma de resolver esta indeterminacion es
mediante la factorizacién del numerador. Hemos de calcular las 4 raices de
1'/4, que son, como ya vimos en el capitulo anterior, 1, —1, i y —i. Por

tanto,

= fim = DEEDE=HE+])

7—>ei®/2 Z—1

= 2i(1+i)(—1+i) = —4i

Una caracteristica que hay que tener muy en cuenta es que en el plano C
existen varias formas de llegar a zg, a diferencia de lo que ocurre en la recta R,
donde sélo hay dos formas de alcanzar un punto dado (por ejemplo, para x — 0
tenemos dos posibilidades, a saber, x — 0" y x — 07). En C hay infinitas formas
de llegar a un punto dado. Entonces, si existe lim,_,, f(z), éste no debe depender
del camino elegido. Podemos utilizar esta estrategia para demostrar que un cierto
limite no existe.

> EJEMPLO. Demostrar que

R
€:limE
z—0 Z

no existe.

En coordenadas cartesianas, el limite se escribe

(= lim -

(x,y)—(0+i0) X +-1y
Debemos hacer tender z = x+ iy a zo = 0+ i0. Esto se puede hacer de
muchas maneras. En cuanto encontremos dos formas que den resultados
disimiles, habremos demostrado que ¢ no existe. Escojamos, primero, ten-
der z a zg a lo largo del eje x. Esto quiere decir que dejamos x libre y fijamos

la coordenada y = O:
X

= lim — =
(x,0)—=(04i0) X 4 i0

Abhora repetimos el limite, pero a lo largo de la recta y = x:

-
(= lim ="
(x,x)—(0+i0) X + 1X 2
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Los dos limites son distintos y, por tanto, ¢ no existe. Para estar totalmente
seguros, calculamos ahora ¢ a lo largo de eje y (x = 0):

. 0
lim — =
(0,y)—(04i0) O+ iy

! =

que vuelve a ser distinto de los anteriores.

Los limites que involucren al o se tratan de manera similar al caso real.

2.4. Continuidad

Definicion. Una funcion se dice que es continua en zg si y s6lo si

lim f(z) = f(z0)

Z—20

Noétese que esta definicién implica que tanto lim f como f(zp) deben existir.
=20

> EJEMPLO. Redefinir la funcién

para que sea continua en z = i.

El punto z = i no forma parte del dominio de f. Habiamos visto en un
ejemplo anterior que

4
-1
lim S = —4
z—ei®/2 T—1
Por tanto, s6lo nos hace falta exigir que f(i) = —4i:
-1 ;
- ZF
fl@)=49 . ’ :
—4i z=i

Se sigue de los teoremas de la seccidén anterior que la suma, el producto y
el cociente de funciones continuas son también funciones continuas (excluyendo,
por supuesto, denominadores nulos). Ademads, la composicién de funciones con-
tinuas genera también funciones continuas. Finalmente, si f = u(x,y) +iv(x,y) es
continua, entonces 1 y v son continuas.
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2.5. Derivadas y ecuaciones de Cauchy-Riemann

Los resultados de las secciones anteriores nos resultan familiares del andlisis
real. En esta seccion veremos el primer resultado genuinamente de C y que no
tiene similitud con ningin otro resultado que conozcamos en R.

Definicion. f'(zo) es la derivada de f en zp si existe el limite

Flao) = tim LO=S@) ) S0 +42) = f(z)

=20 Z—20 Az—0 Az

Ambas definiciones son equivalentes, pues Az = z — 2.

La existencia (o no) de f(zo) y el cdlculo de ésta pueden realizarse a partir
de la definicién anterior, pero quizd este método no es del todo conveniente en la
mayoria de los ocasiones. Existe, sin embargo, un resultado extraordinariamente
simple que nos aclara la existencia de la derivada de una funcién arbitraria f(z).

Supongamos que existe la derivada de f = u(x,y) + iv(x,y) en zo = xo + iyp.
Calculemos el limite de arriba a lo largo de la recta horizontal y = yq (es decir,
fijamos y y hacemos tender x a xp). Esto es lo mismo que hacer Ax — 0y Ay =0:

f(z0+Az) — f(20)

lim =
Az—0 AZ
lim u(xo + Ax, yo) — u(xo,Y0) n iV(XO + Ax, y0) — v(x0,0)
Ax—0,Ay=0 Ax+10 Ax+i0
_du  .dv
~ox ox

donde hemos empleado la definicién de derivada parcial.
Ahora consideramos el caso Ay — 0 fijando Ax = 0:

lim f(20+A2) — flz0) _

Az—0 AZ
5 u(xo,yo +Ay) —u(xo,y0) | .v(x0,y0+Ay) —v(x0,0)
1m - +1 ;
Ax=0,Ay—0 0+ iAy 0+ iAy
1 u n v
idy dy

Ambos limites deben ser iguales, ya que hemos supuesto que f(zo) existe.
Entonces:

ox lox idy dy
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Como ya hemos hecho otras veces, esta igualdad es cierta si son iguales las par-
tes reales e imaginarias, lo que da dos condiciones: las célebres ecuaciones de
Cauchy-Riemann:

o o o
ox dy’ dy  ox

Estas ecuaciones constituyen una condicién necesaria para que f’(zo) exista.

> EJEMPLO. Sea f(z) = |z|?. Indicar si f(z) existe.

Aplicando el resultado anterior, s6lo podemos decir cudndo f’(z) no existe,
que ocurrird cuando las ecuaciones de Cauchy-Riemann no se satisfagan.
Vamos, pues, a encontrar la descomposicion f = u(x,y) + iv(x,y):

f=l+i)lP =+
Por tanto, tenemos que
uxy) =x+y*,  vixy) =0
d

Como 8_14 =2xy a—u =2y, estd claro que las ecuaciones de Cauchy-Riemann
X y

no se satisfacen en ningtin punto salvo en z = 0. Por tanto, f no es derivable
en ningun punto salvo, quizd, en z = 0.

Lo realmente notable es que las ecuaciones de Cauchy-Riemann forman tam-
bién una condicién suficiente si las derivadas parciales de u y v existen y son
continuas. Este resultado es tan crucial que lo descaremos en el siguiente teorema:

Teorema. Sea f = u(x,y) + iv(x,y) definida en un entorno alrededor de zy. Si
du du dv

a, a—y, a y a_y
Cauchy-Riemann, entonces f'(zo) existe.

son continuas en ese entorno 'y se cumplen las ecuaciones de

Hay dos razones para la importancia del teorema anterior: (i) nos dice sin
ambigiiedad cudndo una funcién es derivable y (ii) nos proporciona un método
para calcular la derivada:

o bien 5 5
r_ov._.ou
=3

Ambas formas son equivalentes gracias a las ecuaciones de Cauchy-Riemann.
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Si la funcién f viene dada en forma polar, f = u(r,0)+iv(r,0), entonces las
ecuaciones de Cauchy-Riemann se expresan de la siguiente manera:

c?u_l&v
or roo
18u_ dv
ro0  or

mientras que la derivada de f viene dada por

o (du dv
/. —i0 [ 27 e
fr=e <8r+l8r>

Ahora estamos en posicion de abordar la pregunta que dejamos sin responder
en el ejemplo anterior:

> EJEMPLO. Determinar si f(z = x+iy) = x*> +y? +i0 es derivable en z = 0.

Las derivadas parciales u, = 2x, uy, = 2y, v, = v, = 0 son continuas en z =
04 i0 y cumplen trivialmente las ecuaciones de Cauchy-Riemann. Luego f
es derivable en z = 0.

Noétese que hemos construido de forma muy sencilla una funcién que es
continua en todo C (pues las funciones u y v lo son), pero que es derivable
solamente en un punto. Tales funciones serian muy dificiles de hallar en R.

La conclusién que sacamos de la discusién anterior es que si f(z) es continua,
esto no implica que sea derivable. Ahora bien, si resulta que f(z) es derivable,
entonces automaticamente es continua. Esta afirmacién es andloga a lo que ocurre
en andlisis de funciones reales.

No obstante, las funciones realmente interesantes son las que son derivables
en un punto y en fodos los puntos pertenecientes a un entorno alrededor de él:

Definicion. f(z) se denomina analitica u holomorfa si existe /" en z=7zp y en
todos los puntos de un entorno alrededor de zg.

En realidad, la importancia de las funciones analiticas es tal que uno puede
llegar a decir que el andlisis de funciones complejas se reduce basicamente al es-
tudio de las funciones analiticas. Nétese que la condicion que exigimos es fuerte.
No sélo pedimos que f sea derivable en un punto sino también en una regién fini-
ta alrededor de €l. Esto va a dar lugar a resultados muy bellos y de gran alcance,
pero no s6lo en matematicas, pues el estudio de las regiones de analiticidad de
una funcién dada es fundamental en muchas dreas de la fisica.
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> BJEMPLO. Determinar si la funcién f(z) = |z|? es analitica en algiin punto.

Siguiendo con los ejemplos anteriores, deducimos que f(z) = |z|> no es
analitica en ningtin punto, aunque sea derivable en zp = 0 ya que no exis-
te ninglin entorno alrededor de zg, por pequefio que sea, en el que f sea
derivable por completo.

Definicion. f(z) es entera si es analitica en todo el plano complejo.

Definicion. zo es un punto singular o singularidad de f(z) si f no es analitica
en 7z = 2p.

Buena parte del curso se basard en hallar las regiones de analiticidad de una
funcién en concreto y en estudiar la naturaleza de sus singularidades.

> EJEMPLO. Sea

Flx+iy) =X+ 302 +i (y° + 3x%y)
u(x,y) v(xy)
Determinar para qué puntos o regiones del plano existe f’, hallar f’ alld
donde exista y discutir las regiones de analiticidad.

A partir la expresién anterior, calculamos las derivadas parciales:

uy = 3x% 4 3y? vy = bxy
u, = 6xy vy = 3y% 4 3x7

que son continuas en todo C. Una de las ecuaciones de Cauchy-Riemann
se satisface, u, = vy, pero la otra no: u, # —v, salvo en z = 0+ iy (eje
imaginario) y z = x +i0 (eje real). Luego concluimos que f es derivable
unicamente en las rectas x = 0 e y = 0. Para hallar su derivada, evaluamos
la expresion

du 9
f = a—Z—H% = 3x% 43y + ibxy

que tenemos que particularizar para los casos x =006y =0:

- 3y? six=0
3x? siy=0

Finalmente, f no es analitica en ningiin punto ya que, si tomamos un punto
donde es derivable, no podemos encontrar ninguna regién Z en el plano
donde exista f’(z) para todo z € 2.
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1.
> EJEMPLO. Sea f(r,0) = —e ®. Hallar las regiones de analiticidad de f.
r

Aplicamos la férmula de Euler:

1 —1
f(r,0) = —cosO +i—sen 6
NN

u(r,0) v(r,0)

y calculamos las derivadas parciales:

—cos @ —sen 6
Up=—75— Uug =
r r
—cos O sen 0
Vg = V=73
r r

que son continuas y cumplen las ecuaciones de Cauchy-Riemann en forma
polar escritas mds arriba excepto en el punto r = 0, que corresponde a z =0
(el origen). En consecuencia, f(r, 0) es derivable y analitica en todo el plano
salvo en el origen, que es un punto singular.

Nétese que, como z = re'?, la funcién en términos de la variable z es sim-
plemente

que es claramente continua y derivable para todo z # 0. Siguiendo las reglas
usuales de derivacion, la derivada es:

fz)= —iz

Z

que esta definida para todo z # 0.

2.6. Funciones armonicas

La importancia préctica de las funciones analiticas se pone de manifiesto en

el siguiente teorema:

Teorema. Sea f = u(x,y)+iv(x,y) una funcién analitica. Entonces, las funciones
u 'y v son armoénicas; es decir, cada una, por separado, cumple la ecuacion de
Laplace:

Uy + Uy =0

Ve + vy =0
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Demostracion. Como f es analitica, cumple las ecuaciones de Cauchy-Riemann.
La primera establece que u, = vy. Derivamos con respecto a y: uy, = Vy,. Ahora

aplicamos la segunda ecuacion de Cauchy-Riemann, u, = —v,, y derivamos con
Iespecto a X: Uy, = —Vy. Como las derivadas cruzadas deben ser iguales, conclui-
mos que vy, + vy, = 0. La ecuacion para u se demuestra de forma similar. U

La ecuacién de Laplace aparece en innumerables problemas fisicos. M4s ade-
lante profundizaremos en la relacion entre las funciones analiticas y la ecuacion
de Laplace. Por el momento, vamos a familiarizarnos con este resultado mediante
un par de ejemplos que vienen a continuacién de la siguiente definicion:

Definicion. Se dice que v(x,y) es arménica conjugada de u(x,y) si u y v son
ambas armonicas y satisfacen las ecuaciones de Cauchy-Riemann.

Entonces, si v es arménica conjugada de u, f = u+iv es analitica en Z. Esta
afirmacidn es la inversa del teorema anterior.

> EJEMPLO. Demostrar que u(x,y) = 2x — x> + 3xy? es una funcién arméni-
ca y hallar su arménica conjugada v(x,y) tal que la funcién f = u(x,y) +
iv(x,y) sea analitica.

Como u,, = —6xy uy, = 6x, tenemos que Uy, + u,, = 0.

Para calcular su arménica conjugada, hemos de hallar una funcién v(x,y)
que, junto con u, satisfagan ambas las ecuaciones de Cauchy-Riemann. La
primera nos dice que

Uy :2—3x2+3y2 =vy
Luego integrando la expresion anterior sobre y obtenemos:
v(x,y) =2y =3y +’ + 9 (x)

donde ¢ (x) es una funcion arbitraria de x (es la «constante» de integracién
que resulta al integrar sobre y). Por otro lado, aplicamos la segunda ecuacién
de Cauchy-Riemann:

uy = 6xy = —v,
e integramos ahora sobre x:
v(x,y) = =3y + y(y)

donde y(y) es una funcién arbitraria de y. Comparando las dos expresiones
que obtenemos para v(x,y) deducimos que ¢(x) =0y y(y) =2y +y>. Por
tanto, la armonica conjugada deseada es

v(x,y) =2y —3x%y +)°
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Es inmediato ver que v cumple la ecuacién de Laplace. Ademads, f = u +
iv es forzosamente analitica, pues hemos impuesto que u y v cumplan las
ecuaciones de Cauchy-Riemann y las derivadas parciales son claramente
continuas.

> EJEMPLO. Sea f = u(x,y)+iv(x,y) una funcién analitica. Supongamos que
u(x,y) = e*cosy. Hallar su arménica conjugada v(x,y).

La funcién u cumple la ecuacion de Laplace. Utilizamos las ecuaciones de
Cauchy-Riemann:

Uy =€ cosy=v, = v(x,y) =e"seny+ ¢ (x)
uy = —e*seny = —v(x) = v(x,y) =ée*seny+ y(y)

Por tanto, ¢(x) = y(y) =0y v(x,y) = e*seny.

El ejemplo anterior ilustra la importancia del siguiente resultado: si conoce-
mos una funcién arménica u(x,y), entonces siempre se puede hallar una funcién
analitica f(z) tal que Re f = u. Dicho con otras palabras: a partir de la parte real
de una funcién analitica podemos calcular, sin conocerla, su parte imaginaria. Es-
ta observacion tiene fuertes implicaciones con el principio de causalidad en fisica
cuando f es la funcién respuesta de un sistema dado. Veremos esto con més deta-
1le en el capitulo 4.

2.7. Formulacion alternativa

En el capitulo 1 se vio que las partes real e imaginaria de un nimero complejo
z = x4+ iy pueden escribirse en funcién de z y su conjugado z*:

x:z+f
2

=7

YT o

Esto sugiere que una funcién f(x,y) puede expresarse como una funcién de z y z*
utilizando las sustituciones anteriores:

2+ 27
f(xay) =f (T’ T)

Por supuesto, esto s6lo es una manera informal de expresar f ya que zy z* no son
variables independientes a diferencia de x e y. Pero supongamos por un momento
que lo son y veamos adénde nos lleva este planteamiento.
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Calculemos la derivada de f con respecto a la nueva variable z* utilizando la
regla de la cadena:

af _ﬂax +ﬂ dy
dz*  dxdzt  dy dz*

1 /du v 1 /Jdu dv
:5<$+’£> ‘Z<a—y+’a—y>
1 /Jdu dv i (Jdu dv
ﬁ(a‘a—y)*i(a—y*a)
Ahora bien, si se cumplen las ecuaciones de Cauchy-Riemann, los dos términos
que estdn entre paréntesis se anulan y tenemos que

es decir, una funcion es analitica si y sélo si es independiente de z*. Esta es una
formulacion alternativa de las ecuaciones de Cauchy-Riemann. La desventaja que
tiene es que si nos dan una expresién complicada de f(z,z") y queremos saber si
es analitica, puede ocurrir que la simplificacién de f no sea trivial a simple vista,
y haya que realizar muchos pasos antes de eliminar z*. Aun asi, esta formulacién
pone de manifiesto que cualquier funcién compleja puede expresarse en términos
de z y z*, pero solo las analiticas son independientes de z*. En el ejemplo de la
pagina 53 la funcién f(x,y) = 2x — x> + 3xy? +i(2y — 3x>y +y?) es, en realidad,
f(z) =2z — 23, verificindose la independencia del conjugado de z.

Finalmente, si f estd dada en términos de z Unicamente y f es derivable, pode-
mos hallar f” simplemente siguiendo las reglas usuales de derivacion tomadas del
andlisis real. Incidentalmente, esto implica que la regla de I’Hopital para calcular
limites también es vélida para funciones complejas cuando éstas vengan expresa-
das en términos de la variable z.

> EJEMPLO. Expresar las funciones analiticas de los ejemplos de la seccion
anterior unicamente en términos de la variable z y calcular f'.

1. f(x,y) = (2x— x> +3xy%) +i(2y — 3x*y +y?). Se sustituyen x e y por

sus expresiones en funcion de z y z". Tras simplificar, encontramos
que la funcién f depende sélo de la variable z:

Luego se tiene simplemente que f(z) = 2 — 3z°.
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2. f(x,y) = (¢*cosy) +i(e* seny). Utilizando la férmula de Euler, redu-
cimos la expresién (cosy+iseny) a ¢”. En consecuencia,

f=ee" =¢

y la derivada es f’(z) = ¢°. Estudiaremos la funcién exponencial com-
pleja en el siguiente capitulo.

2.8. Aplicacion: Campos y fluidos

Una aplicacién inmediata de las funciones analiticas se refiere a los campos
vectoriales que describen el flujo de un fluido ideal, el transporte de calor o el
campo electrostatico en dos dimensiones.

Consideremos un fluido bidimensional cuya velocidad en cada punto (x,y) se
describe mediante el vector V = (u(x,y),v(x,y)), siendo u y v las componentes del
vector velocidad a lo largo del eje horizontal y vertical, respectivamente. Asigne-
mos V a la funcién compleja f = u+ iv, cuyas partes real e imaginaria correspon-
den, respectivamente, a las componenes u y v del vector velocidad. Supongamos
que el fluido es irrotacional, es decir, que no tiene remolinos. Matematicamente,
esto implica que V x V = 0:

v du
ox dy
(Las otras componentes del rotacional no las escribimos, pues dependen de la ter-
cera componente espacial, y estamos suponiendo que el fluido es bidimensional).

Supongamos, ademas, que el fluido es incompresible, esto es, que el fluido
no sufre compresiones ni expansiones. Entonces, V - V =0, lo cual implica la
siguiente condicion:

0

du Jdv

— 4+ — = O

dx dy

El lector se habrd dado cuenta en seguida de que las dos ecuaciones de arri-

ba se parecen mucho a las de Cauchy-Riemann que hemos analizado todo este
capitulo. Para que sean exactamente las mismas ecuaciones, consideremos la fun-
ciéon g = i+ iv y hagamos i# = u y v = —v. Entonces, las ecuaciones de antes
toman la forma deseada:

Claramente, g es analitica y es la compleja conjugada de la funcién velocidad,
§=r"

En electrostdtica el papel de la velocidad lo desempeiia el campo eléctrico
E — f, cuyas componentes se especificardn mds tarde. Si V x £ = 0, se dice
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entonces que E es conservativo, y E puede derivarse del gradiente de una funcién
potencial, como veremos a continuaciéon. En las regiones del espacio donde no
haya cargas libres, el campo eléctrico cumple, ademds, la ecuacién V - E=0, que
es formalmente idéntica a la ecuacién anterior para fluidos incompresibles. De
aqui la similitud entre ciertos problemas mecdnica de fluidos y de electrostatica
y como el calculo de funciones analiticas es una herramienta extraordinariamente
util en ambos campos.

Antes de ver un ejemplo, avancemos un resultado que se demostrard en el
capitulo 4. Puesto que g es analitica, siempre se puede encontrar una funcién
analitica G(x +iy) = ¢(x,y) +iy(x,y) que sea la primitiva de g, G'(z) = g(2), y
que sea, a su vez, analitica. Podemos, entonces, escribir el gradiente de ¢ como:

Vo(x,y) = o+ igy
= Qr — iy

En la primera ecuacion hemos escrito las componentes del gradiente, Vo (x,y) =

¢ d
<8_¢’ a—¢>, como las partes real e imaginaria de una funcién compleja mien-
X oy
tras que en la segunda igualdad hemos aplicado la segunda ecuacién de Cauchy-
Riemann (¢, = —v,). Ahora bien, aplicando la definicion de derivada se tiene

que
O — iy, = [Gl(z)]*

Debido a que G'(z) = g(z) y g = f*, inferimos que f = ¢\ + i@, y que, por tanto,
el gradiente de ¢ es igual al campo vectorial:

Vo(x,y) =E

Por eso, ¢(x,y) es el potencial escalar del campo E y las curvas ¢(x,y) = C,
donde C es una constante, se denominen equipotenciales. El movimiento de una
carga a lo largo de una curva equipotencial no requiere trabajo asociado. Por otro
lado, las curvas y(x,y) = C reciben el nombre de lineas de flujo y marcan el
camino que recorre una carga inmersa en el campo E. Es interesante ver que los
dos conjuntos de curvas son perpendiculares entre si puesto que la trayectoria de
la particula es paralela a la fuerza que se ejerce sobre ella, que es propocional al
campo. Como el gradiente apunta en la direccién en la que el ¢(x,y) crece mas
répidamente, entonces es perpendicular a las curvas equipotenciales. Este andlisis
también es valido para el campo gravitatorio en dos dimensiones.

Llegamos en este momento a una consecuencia sorprendente. Puesto que V -
E=0 y Vo(x,y) = E, se concuye que fodo problema electrostitico es solucién
de la ecuacién de Laplace

VZip =0
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En consecuencia, estd garantizado que cualquier funcién analitica G(z) = ¢ (x,y) +
iy(x,y) que construyamos es solucién directa de algiin problema electrostatico.
iAqui se da la paradoja de que disponemos de la solucién de un problema siquiera
antes de conocer el enunciado del mismo!

> EJEMPLO. Sea G(z) = z'/2. Indicar las regiones de analiticidad y derivar un

campo conservativo asociado a la funcién de potencial ¢ (x,y) = ReG.
Como se trata de una rafz, trabajamos en coordenadas polares, z = re®:
i0/2 o . 4
G(r,0) = /re'’’* = \/?cosa—i-l\/?seni

—_—
¢(r0) y(r,0)
Para simplificar, nos quedamos sé6lo con la raiz principal. La funcién G
es continua en todo C salvo en el semieje real negativo, donde tiene una
discontinuidad: G(r,0 = ) = i\/r, pero G(r,0 = —1) = —i\/r. Por tanto,
restringimos el dominio & de G al intervalo abierto —7 < 6 < 7.

Calculamos las derivadas parciales:

1 0 1 en
- — = —F S —
N V=372
0 0
¢9:_§Sen§ qlezgcosa
que son continuas en r # 0 y satisfacen las ecuaciones de Cauchy-Riemann.
Por tanto, G es analitica en todo C salvo en el semieje x < 0.

En términos de las coordenadas x e y las funciones potencial y de lineas de
flujo toman la forma

VX2 +yr+x

o(x,y) = >
2 2 _
ey = TP

Las curvas equipotenciales ¢ = C son parabolas con eje a lo largo del eje
x mientras que las lineas de flujo y = C describen pardbolas con idéntico
eje, pero concavidad opuesta. Como se ve, ambas familias de curvas son
ortogonales entre si.

El campo conservativo puede derivarse directamente del gradiente de ¢ o
utilizando el hecho de que

1) =16 = 5"
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Por tanto,
R 1 0 0
E = (Ref,Imf) = 2—\/; <COS E,Sen E)

que corresponde al campo eléctrico que se forma cerca del borde de una
placa uniformemente cargada.

Problemas resueltos

2

PROBLEMA. Sea u(x,y) = —x~ — ax*y+y* +y?* donde a es una constante.

(a) Hallar a para que u sea armonica y encontrar su arménica conjugada
v(x,y).
(b) Sea f(z) = u(x,y) +iv(x,y) con las funciones u y v encontradas en el
apartado anterior. Dar el dominio de analiticidad de f y calcular f’ en el
punto z = v/2¢37/4,
Solucidn. (a) Imponiendo u, 4 uy, = 0, se obtiene a = 3. Las ecuaciones
de Cauchy-Riemann llevan a la siguiente expresion para la arménica conju-
gada de u:

v(x,y) = x> — 2xy — 3xy?

(b) Como u y v satisfacen las ecuaciones de Cauchy-Riemann, f es analitica
en todo C y su derivada es

f' = (=2x—6xy) +i(3x* — 2y — 3y?)

El punto z = v/2e /% en coordenadas rectangulares toma la forma z =
—1—i. Luego sustituimos x = —1 e y = —1 en la expresion anterior y en-
contramos que f(/2e 3F/*) = —4 4 2i.

PROBLEMA. Sea
f(x,y) = 3x* =3y + i2axy

donde a es una constante real. Hallar a para que f sea analitica en C y
expresar f Unicamente en términos de la variable compleja z.

Solucion. Imponiendo las ecuaciones de Cauchy-Riemann, se obtiene in-
mediatamente que a = 3. A continuacion, sustituimos las relaciones x =

(z+27)/2ey=(z—2)/(2i):

x\ 2 %\ 2 X %
f(z):3<z+z> _3<z z) +6iz+z =2 4o

2 2i 2 2i

Como habiamos impuesto que f fuera analitica, la funcién resulta ser inde-
pendiente de z*.



60

Funciones complejas

[J PROBLEMA. Sea Re f = senx senhy. Hallar su armdnica conjugada

Solucién. Nos estdn proporcionando la funcién u(x,y) = senx senhy. La
funcién v tal que f = u+ iv sea analitica serd su arménica conjugada. Im-
pongamos las condiciones de Cauchy-Riemann:

u, = cosx senhy = v,

uy = senx coshy = —v,

Integrando la primera ecuacion hallamos v(x,y) = — cosx coshy+ ¢ (x). In-
tegrando ahora la segunda ecuacién vemos que v(x,y) = cosx coshy+ y(y).
Las dos expresiones son iguales si y s6lo si ¢(x) y y(y) equivalen ambas a
una constante, que tomamos igual a cero. De ahi que la arménica conjugada
de Re f sea Im f = cosx coshy. Ademds, f es analitica.

PROBLEMA. Sea f(z) = arg (¢”). Determinar la cudl de las siguientes afir-
maciones es cierta:

A. f esanalitica para todo z tal que Imz = 0.
B. f esentera.
C. fesderivable en z =0.
D. f no es derivable.
Solucién. Se trata de estudiar las condiciones de diferenciabilidad de f.
Sustituyendo la forma cartesiana z = x+ iy, obtenemos f(z) = arg (e Ye™) =
x. Por tanto, u(x,y) = xy v(x,y) = 0. Observamos que estas funciones no
verifican las ecuaciones de Cauchy-Riemann, ya que
d d
L A
dx dy

Por consiguiente, f no es derivable en ningtin punto y la respuesta D es la
correcta.

2.10. Ejercicios

1. Analizar el dominio de derivabilidad y analiticidad de las siguientes funcio-

nes y calcular la derivada cuando sea posible.
a) flxy) =2 +i(? —4)

b) £(z) = %
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¢) f(z) =arg(z)

d) f(x,y) =x+y+i(ax+by)
e) f(z)= z+z

D fxy) =2 =y +2iln)|

2. Demostrar que u(x,y) = y* — 3x%y es una funcién arménica y hallar su
armonica conjugada.

3. Construir una funcién analitica f(z) tal que Re(f") = (x> —y?) —2yy f(i) =
1.

4. Demostrar que las siguientes expresiones son equivalentes a las derivadas
de la pagina 49 para calcular f':

af af df
2 (ﬁ_ 8_y>
af <8f+ 8f>
7" dx dy

5. Averiguar si los siguientes campos vectoriales son conservativos y sin di-
vergencia. Cuando sea posible, trazar esquematicamente las curvas equipo-
tenciales y las lineas de flujo.

- X y
E= -
X <x2+y2’ x2+y2>

b) E = (2x,—2y)

2.11. Nota historica

Georg Friedrich Bernhard Riemann (1826-1866), ma-
temdtico alemdn, pionero en muy diversos campos. Ya
en sus tesis doctoral aparece por primera vez la relacién
entre las funciones analiticas y la ecuacién de Laplace
(véase la pagina 52). Después del trabajo de Cauchy, fue
¢l quien dio otro gran impulso al anélisis complejo al des-
cubrir la conexién entre las funciones complejas multiva-
luadas (véase el capitulo 3) y la topologia.
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NA VEZ DESCRITAS las propiedades fundamentales de las funciones comple-
U jas en general, nos ocupamos en este capitulo de estudiar funciones concre-
tas que nos resultan conocidas del andlisis real. Obtendremos resultados singula-
res: la funcidn exponencial compleja se vuelve periddica, el seno y el coseno dejan
de ser funciones acotadas y el logaritmo admite argumentos negativos. Avanzare-
mos el concepto de rama de una funcién multivaluada y daremos un repaso rapido
a las inversas de las funciones trigonométricas e hiperbdlicas.

3.1. Polinomios
Los polinomios no presentan ninguna dificultad. La funcién polinémica

P(z) =a,?" +ap 1" ... +ag

de grado n es continua y analitica en todo C (es una funcién entera). En general,
los coeficientes a; (i = 1,...,n) son nimeros complejos.

p(2)
q(z)’

El cociente de dos polinomios, es también continuo y derivable en todos

los puntos que cumplan g(z) # 0.

3.2. Funcion exponencial
La funcién se define a partir de la formula de Euler. Sabemos que

e” =cosy-+iseny
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Por tanto, para z = x + iy podemos definir la funcién exponencial compleja ¢* de
la siguiente forma:
e =" = ¢'cosy+ie“seny

La funcién exponencial es entera y su derivada es la propia exponencial:
/! . , ., .
(¢°)" = €*. Muchas de sus propiedades son andlogas a la funcién exponencial real:

1 eZH-Zz — %22

2‘ em /ezz — eZ|—Z2

3. ()" =", neN
4. & = ()"

3. ez+27ri _ ezeZTCi — o

La dltima propiedad es la que marca una diferencia fundamental con respecto a la
exponencial real: la exponencial compleja es una funcién periddica, y su periodo,
imaginario puro, vale 27i.

De la definicién extraemos el médulo y el argumento:

le*| = e*, arg(e’) =y+2nm, n=0,£1,£2,...
> EJEMPLO. Calcular todas las soluciones de la siguiente ecuacion:
e =i
Aplicamos la definicién de la funcién exponencial:
Y = ool — (i(342m) 0 41,40

donde hemos escrito i en forma exponencial. Comparando los dos miem-
bros de la ecuacidn, concluimos que x =0 e y = ©/2 + 2nx. Por tanto, la
solucién es:

z:i(§+2n7r> C n=0,+1,42,...
3.3. Funciones trigonométricas

Recordemos que en el capitulo 1 dedujimos expresiones para las funciones
seno y coseno en términos de la funcién exponencial:

—e
senx = -
2i

elx_’_eflx

COSX = ———

2
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Para definir las funciones seno y coseno complejas, simplemente sustituimos
la variable real x por la variable compleja z:

et — ek
senz = T
elZ +e—lZ
COSZ = ?

donde ahora las funciones exponenciales son complejas y cuyas propiedades se
desarrollaron en el apartado anterior.

(Siguen siendo vélidas las relaciones trigonométricas usuales tras el inocente
cambio x — z? Demostremos que la mas conocida, sen?z+cos?z =1, se cumple
también en C:

<eiz_e—iz>2+ <eiz+e—iz>2_ eZiz+e—2iz_2+eZiZ+e—2iz+2 B
— — —

1
2 —4 4

i
Sustituyamos ahora z por x + iy, donde x,y € R. Entonces, sen(z) pasa a ser
sen(x+iy) y podemos utilizar la conocida relacion para el angulo suma:

sen(x + iy) = senxcos iy + cosxseniy

Con las funciones senx o cosx no tenemos problema, pero ;cudl es el significado
de sen(iy) o cos(iy)? El seno o el coseno de un dngulo imaginario puro tienen
sentido, pues no hace falta mas que sustituir en la férmula de Euler:

seniy = ———— =isenhy
2i
2 A
cosiy = — = coshy

donde senh y cosh son, respectivamente, las funciones reales del seno y coseno
hiperbdlicos. Estas relaciones las vamos a utilizar en mas de una ocasion.
Asi pues, la forma cartesiana de la funcién senz reza

senz = senxcoshy-+icosxsenhy

de donde se infiere que u(x,y) = senxcoshy y v(x,y) = cosxsenhy.
Tanto el seno como el coseno siguen siendo funciones periddicas de periodo

27:
ellzt2m) _ ,—i(z+27)
sen(z+2m) = % =senz
i

Aqui hemos aplicado el hecho de que la exponencial compleja posee periodo 27i.
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> EJEMPLO. Resolver la ecuacién cosz = 2.

Obviamente, si z fuera real, la ecuacién no tendria solucién, pues el coseno
real estd acotado entre —1 y 1. Pero esto no tiene por qué ser cierto en C.
Empleamos la definicién de cos z:

ete =4
Introducimos ahora la variable w = €%

1
wt—=4=—=w>—4w+1=0
w

Las soluciones de esta ecuacién cuadrética son w = (2 +v/3)e*™* con n =
0,£1,£2,... Escribimos z = x4 iy y hallamos x e y:

w=e? = (2£/3)?"* = e
Comparamos ambos miembros de la ecuacién:

24V3=¢? = y=—In2+V3)

2T — o — x = 2nxw

Por tanto, las soluciones de la ecuacion son:

z=2nmw—iln(2+/3)

z=2nm —iln(2—+/3)
donde n =0,%+1,£2,...
En el ejemplo anterior hemos hallado un «angulo» complejo z tal que cosz >

1. ;Esto implica que cosz no estd acotado? Podemos utilizar las relaciones del
dngulo suma para hallar el mddulo de las funciones seno y coseno:

|senz|?> = (senxcoshy+ icosxsenhy)(senxcoshy — icosxsenhy)
= sen®xcosh?y+ cos>xsenh®y
= sen”x(1+senh?y) + (1 — sen®x) senh?y
— sen’x + senh? y
Ahora bien, la funcién sen?x estd acotada, pero senh?y no lo estd. Luego senz no
estd acotada. Un razonamiento similar conduce a la siguiente expresion:

|cosz|? = cos®x+ senh?y
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Luego cos z tampoco estd acotada.
Por tltimo, es evidente que tanto senz como cos z son funciones analiticas. La

funcién tangente,
senz

Z =
COSZ

también es analitica para todo z que verifique cosz # 0.

3.4. Funciones hiperbélicas

Ya hemos visto la importancia de las funciones hiperbdlicas reales en las fun-
ciones trigonométricas complejas. De ahi la motivacién para extender el dominio
de definicién introduciendo el seno hiperbdlico el y el coseno hiperbdlico com-
plejos:

¥4 —Z

e —e
senhz =
< 2
e +et
coshz = ————
shz 2

respectivamente.
Enumeramos a continuacién sus propiedades mds relevantes:

1. cosh’z—senh®z =1

2. senh(—z) = —senhz
cosh(—z) = coshz

3. senhz = senh(x+ iy) = senhxcosy+ icoshxseny
coshz = cosh(x+ iy) = coshxcosy+ isenhxseny

4. senh(z+2mi) = senhz

5. senhz =0<«—= z=nmni
1
coshz=0<=z= <n+§> i

Muchas de las propiedades que aparecen en la lista de arriba son andlogas a las
que verifican las funciones hiperb6licas en R. Una excepcion notable es que senh z
y coshz son periddicas en C, y el periodo es 27wi. Asimismo, coshz tiene infinitos
ceros en C mientras que en R se tiene que coshx > 1y, por tanto, coshx no tiene
ningun cero en R.

> EJEMPLO. Resolver la ecuacién coshz = —1.
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Si z fuera real, la ecuacién anterior no tendria solucién posible. Ahora va-
mos a demostrar que en C si que hay solucion. Al igual que en el ejemplo
del apartado anterior, consideramos la variable w = ¢* y sustituimos en la
definicion de coshz:

—1

w+w
T:—l — W +2w+1=0
La tnica solucion de la ecuacién cuadratica es w = —1. Ahora bien, para

encontrar z, hemos de tomar el logaritmo de —1. En R sabemos que eso no
es posible, aunque en C es perfectamente valido. No obstante, posponemos
a la seccioén siguiente la explicacion del procedimiento y proponemos ahora
una estrategia diferente: hagamos z = x + iy y apliquemos la férmula del
dngulo suma:

coshxcosy+isenhxseny = —1+i0

Igualando partes reales e imaginarias, se deduce inmediatamente que x =0
e y=nm con n==+1,43,45... Por tanto, la solucién a la ecuacién es
z = in7 siendo n impar.

3.5. Logaritmo

La funcién compleja que quizd mads se aleja de su andloga en R es la funcién
logaritmo: Inz. Como ¢° es una funcién periédica tal que ¢° = ¢“"2™  es imposible
definir una operacién inversa que sea univoca. Para ver las consecuencias a la que
esta observacion nos aboca, escribamos Inz con z expresado en forma polar:

Inz = In (yzye"9> =In|z| +i(Argz+2mn)  n=0,+1,42,...

siendo —7 < Argz < 7. Se sigue de la ecuacidn anterior que Inz es multivaluada,
es decir, que dado un valor de z existen infinitos valores de Inz. Por ejemplo,
es conocido que Inl = 0 en R, pero en C tenemos la igualdad 1 = &M con
n=0,£1,4£2,... Luego In1 = 27in.

La propiedad de antes no es que sea mala. Al contrario, nos permite exten-
der el dominio de Inz a regiones anteriormente prohibidas en R. Verbigracia, nos
permite calcular logaritmos de nimeros negativos. En efecto, considérese z = —1.
Hallamos su médulo y fase: [z] =1y 6 = (2n+ 1)m donde n = 0,£1,+£2,...
Entonces:

In(—1) = (2n+1)mi n=0,+£1,£2,...

El caso n = 0 es especial y recibe el nombre de valor principal. Por tanto, el
valor principal de In(—1) es mi. Con todo, hay dos formas de acercarse a z = —1.
Por arriba, se cumple que 6 — 7, obteniéndose el valor de antes, In(—1) = i,
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mientras que por debajo hay que tomar el limite 6 — —, de donde se deriva
In(—1) = —im. En consecuencia, Inz es discontinua en la determinacién principal
(—m < 6 < ). Por ello, es conveniente acotar el dominio a —7 < 6 < 7w donde
Inz es continua y analitica excepto en z = 0.

Definicién. Se denomina rama de una funcién f(z) multivaluada a una g(z)
analitica en un dominio Z en el que g(z) = f(z).

En el caso anterior, el dominio & : {—7 < 6 < 7} contiene la rama g(z) =
In|z| +i6 de f(z) = Inz en donde g es analitica. Esta es la rama principal.

Definicion. Se denomina corte ramal, corte de rama o corte de ramificacion
al conjunto de puntos singulares que surgen al definir una rama de f(z).

En el ejemplo anterior, el corte ramal es el semieje real negativo 8 = 7. Otro
corte ramal puede ser 0 = 37. En general, Inz posee infinitos cortes ramales por-
que estd multivaluada.

Definicion. Se denomina punto de rama o punto de ramificacion al punto sin-
gular comtn a todas las ramas.

En el ejemplo anterior, el punto singular comtn a las ramas 0 = 7,37,... es
z=0.
Enumeramos ahora las propiedades mas notables de Inz:

1. e =z

2. En general, se tiene que Ine® # z ya que Ine® = In {e"e"(y”””)} =lIne* +
i(y+2nm) = z+ 2nmi.

3. In(z1z2) = Inz; + Inzy, pero, en general, esta relacién no se satisface si to-
mamos valores principales.

4. In7" #nlnz
1/n 1
5. Inz/" = —Inz
n

6. Inzno es derivable, pues no es analitica. Sin embargo, el valor o rama prin-
cipal del Inz si que lo es, y su derivada es

d 1
—Inz=—, —T<O<m.
dz Z
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De especial relevancia son las propiedades 4 y 5. Para demostrar la propiedad 4,
basta con encontrar un contragjemplo de la igualdad Inz* = nlnz. Tomemos n =2
y z = —1 +i. Primero, calculamos Inz?:

In(—1+7)? = In(—2i) :1n2+i<—§+2n7r) . n=0,%£1,42,...

Después, calculamos 21nz:
: ([ 3m (37
2In(—1+4i)=2 |InvV2+i o T2mm )| =2+ S Hdmr ) m=0,£1,.

Pero —% +2nm no equivale a 37” +4mm. Por ejemplo, para n = 0 tenemos que
ImIn(—2i) = —m/2, un valor que no se puede obtener nunca a partir de la expre-
sién 37” +4mm para ningln valor m que escojamos.

La igualdad 5 se debe entender del siguiente modo: el conjunto de valores de
Inz!/" coincide con el de %lnz. Dejamos al lector que corrobore esta afirmacion
en el caso particularden =2y z=—1+1.

3.6. Exponentes complejos

En el capitulo 1 habiamos mostrado la forma de calcular potencias de nime-
ros complejos elevados a nimeros enteros o fraccionarios. Ahora ha llegado el
momento de extender esta operacién a exponentes complejos (que, por supuesto,
incluyen todos los reales).

Sean z,w € C. Definimos 7" como sigue:

Zw _ ewlnz

donde Inz es la funcién logaritmo multivaluada. Por supuesto, esta definicion re-
produce los resultados ya conocidos cuando w € Z o w es una raiz del tipo 1/n.
He aqui las propiedades mas sobresalientes:

1
2*

1.

g Ziw_

2. Engeneral, (z122)" # z}'25.

3. f(z) = 2" es monovaluada y analitica si tomamos una determinacién del
Inz. Se denomina valor principal de z" al caso en que tomamos la rama
principal de Inz.

d w

4. d—zw = wz"~! si tomamos una determinacién en concreto.
Z
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El ejemplo que resolvemos a continuacién es realmente sorprendente:

> EJEMPLO. Demostrar que z = i' es real.
Aplicamos la definicién anterior:

ji = pilni — Lili(§+2nm)]

— o (B42m) 041 42,

Por tanto, en la determinacién principal tenemos que i' = e /2. (Quien
hubiera imaginado que v/—1 elevado a v/—1 es igual a 0,20788...?

Hay un detalle sutil que quiza no haya pasado inadvertido a ciertos lectores.
Si tomamos en la definicion de arriba z = e, obtenemos la funcion f(w) = ¢".
Sin embargo, al comienzo de este capitulo se habia establecido que la funcién
exponencial es monovaluada mientras que la definicién de arriba nos lleva a pen-
sar que ¢" es multivaluada. Esta es la razén por la que algunos autores prefieren
expresar la funcién exponencial como exp(z) y dejar la notacién e* sélo para las
potencias. En este curso hemos empleado, por simplificar, la misma notacién para
las dos expresiones, pero conviene tener en mente esta diferencia si surge alguna
ambigiiedad.

Si el exponente w no es racional, entonces la funcién f(z) = z" posee, en
general, infinitas ramas al igual que Inz:

= ew]nz _ e(ln \z\—i—zArgz)weZn'mW’ n=0,+1,+2 ...

Sin embargo, cuando w es racional, el factor ¢>*™ puede llegar a repetirse para

dos valores distintos de n debido a la periodicidad de la funcién exponencial. En-
tonces, f(z) tendrd un nimero finito de ramas y podremos definir una coleccion de
funciones univocas que sean analiticas en cada uno de los intervalos de definicion.

> EJEMPLO. Determinar las ramas de la funcién f(z) = z'/2.
Aplicamos la definicién anterior:
/2 = eInltiArea) 2 min —py — (0 41,42,
min.

Observamos que n =0 y n = 1 dan dos valores distintos del factor e

®=1sin=0ye™ = —1sin=1. Ahora bien, n = 2 produce ™, que

equivale a ¢ (n = 0). Si continuamos aumentando n, iremos reproduciendo
los factores previos. Por tanto, la funcién f(z) = z!/2 posee sélo dos ramas:

F) = e(In[l+iArg2)/2
P, = —enklHiArgz)/2

Tanto F] como F; son analiticas y univocas. Puesto que —7 < Argz < 7, la
rama Fj resulta ser la principal.
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3.7. Inversas de funciones trigonométricas e hiperboélicas

El objetivo de esta seccion es estudiar brevemente la forma compleja de las
inversas de las funciones trigonométricas e hiperbdlicas que hemos analizado an-
teriormente. Veremos que existe una intima relacién entre estas funciones y la
funcién Inz.

Recordemos que una funcién inversa f~!(z) de una funcién dada f(z) verifica
la ecuacién

@) =r@) =z
Empecemos con un ejemplo sencillo, pero ilustrativo. Sea w = f(z) = arcsenz. Sa-

bemos que sen(arcsenz) = z. Entonces, z = senw. Apliquemos ahora la definicién
de la funcién sen:
Z=senw = ————
2i
En esta ecuacion, w es la incégnita. Es conveniente introducir la variable ¢ = ¢,
que satisface una ecuacién de segundo grado:

¢—%:2iz:>¢2—2iz¢—120

cuya solucién es
O =izt\1-272

Finalmente, escribimos w en funcion de z:
w = arcsenz = —iln [izi V1 _Zz}

Claramente, arcsen z es una funcién multivaluada, pues el logaritmo lo es. Si toma-
mos una determinacién dada de la raiz cuadrada y del logaritmo, entonces arcsenz
se vuelve monovaluada y analitica.

Siguiendo el mismo procedimiento de arriba, se deducen expresiones simila-
res para el resto de las funciones inversas:

arccosz = —iln {zii\/ 1 —zz]

I i+z
arctgz = —In—
2 i—z

arcsenhz = In [z:l: V22 + 1}
arccoshz = In [z:l: V72— 1}

1. 14z
tehz = —1ln——
arctghz 2n1 -
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> EJEMPLO. Encontrar todos los valores de w = arctghi

Usando la expresién anterior, obtenemos los siguientes valores:

PRI
e T

(T

:l<z+l’l7t’), n=0,+1,42,...

3.8. Aplicacion: Circuito RLC

Los nimeros complejos se utilizan constantemente en ingenieria eléctrica a
la hora de analizar circuitos. Cuando la fuente de tension es alternante (AC) en el
tiempo, con un término del tipo V =V, cos @z, siendo V) el voltaje pico o amplitud,
o la frecuencia angular y ¢ el tiempo, se puede explotar la férmula de Euler y
sustituir V por

Y = Vpe'®

donde 7 recibe el nombre de fasor. Obviamente, el voltaje real aplicado es V =
Re 7, pero es mucho mas conveniente trabajar con la funcién exponencial que con
senos o cosenos, pues las operaciones de derivacion e integracion se simplifican
considerablemente.

Un fasor tiene, como cualquier nimero complejo expresado en forma polar, un
moédulo y una fase. En el caso anterior, el médulo es V; y la fase, wt. Al aumentar
t, el fasor rota en el plano complejo con velocidad ®, de la misma forma que se
describia el movimiento planetario en el capitulo 1.

Se ilustra ahora el manejo de fasores por medio de un ejemplo relevante: el
circuito RLC, donde una fuente de tensién AC se conecta en serie con tres elemen-
tos: una resistencia (R), una inductancia (L) y un condensador (C). La importancia
préctica de este circuito proviene del hecho de que exhibe resonancias, como ve-
remos a continuacion.

Por Ia ley de la conservacion de energia, la suma de las caidas de voltajes a
través de los tres elementos anteriores debe ser igual a la tension aplicada:

dl  Q

RI+L—+4+ ==V
* dt+C

d
donde I = d—? es la corriente o flujo de carga Q circulando por el circuito. Por

C
donde las primas indican derivadas con respecto a . La expresion anterior es
una ecuacién diferencial de segundo orden que puede resolverse con métodos

tanto:

LO" +RQO + 1%
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estandar’. Sin embargo, es més sencillo si empleamos fasores. La derivada de una
funcién exponencial compleja es simplemente (¢'®")’ = iwe'®". Luego sustituimos
Q por su fasor 2 y reemplazamos cada derivada por un factor multiplicativo i®:

[(iw)’L+iwoR+C " 2="

Nétese que hemos transformado una ecuacién diferencial en una ecuacién alge-
braica cuya solucién encontramos rapidamente:

B v
- —@2L+ioR+C!

o en términos del fasor de corriente, . = iw2:

B V4
~ R+ioL+1/ioC

Esta expresion tiene una forma muy atractiva, lo que sugiere la siguiente inter-
pretacion: la resistencia total del circuito es la suma (por estar en serie) de los
«resistencias» asociadas a cada uno de los elementos: R, iwL y 1/iC. El tnico
término de estas resistencias que es real es R, como se esperaba. La novedad es
que los otros dos términos también poseen unidades de resistencia, si bien son re-
sistencias imaginarias. Cuando sumamos las tres, Z = R+ iwL+ 1 /ioC, construi-
mos una resistencia compleja Z denominada impedancia. Entonces, en términos
de fasores la corriente que pasa por el sistema es

o7

Z
Esta relacion es simplemente la ley de Ohm expresada con ayuda de fasores. Re-
sumiendo: cuando se analiza un circuito con una fuente de alimentacién AC, las
leyes de Kirchhoff siguen siendo vélidas si se admite la posibilidad de resistencias
complejas. Desde el punto de vista prictico, los cdlculos son mucho mads féciles
y el dltimo paso que nos queda es deshacer el cambio a fasores para hallar la
dependencia temporal de la corriente real que se mediria en el circuito.
Primero, expresamos Z en forma polar:

Z=\/R+(0L—1/aC)e?

. En consecuencia:

donde la fase es ¢ = arctg wET}/wC

7= Vo JRICIEE)
VR2+ (0L —1/0C)?

! Por ejemplo, véase en el apéndice de este libro el método de las transformadas de Laplace.
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y la corriente fisica no seria mds que la parte real de la expresion anterior:

Vo

I=Re s =
VR2+ (0L —1/0C)?

cos(wr — ¢)

Observamos dos hechos notables. En primer lugar, la fase relativa entre la corrien-
te y el voltaje puede ser no nula, ¢ # 0. Esto implica que la corriente y el voltaje
no solapan en el tiempo, por lo que la corriente puede adelantarse (¢ > 0) o retra-
sarse respecto al voltaje (¢ < 0) dependiendo de si el comportamiento del circuito
es predominantemente capacitivo o inductivo. En segundo lugar, la magnitud de
la corriente cambia fuertemente debido al médulo de Z. De hecho, cuando la fre-
cuencia aplicada satisface la relacién @ = 1/+/LC, el término entre paréntesis que
estd dentro de la raiz cuadrada se hace cero y la corriente es maxima. En ese pun-
to, la caida de voltaje a través de la inductancia anula la que se produce a través
del condensador, la fase toma el valor ¢ = 0, y el circuito, entonces, entra en
resonancia eléctrica, un fenémeno de gran aplicacién en muchas dreas.

3.9. Problemas resueltos

[J PROBLEMA. Ordenar de menor a mayor las partes reales de los siguientes
nimeros complejos:

(1), senh(7i), ilnv—1+i.

Tomar el valor principal del logaritmo cuando proceda.

Solucién. Para calcular la parte real, expresamos los nimeros complejos en
forma cartesiana:

(_1),- _ eiln(_l) :ei(ln\l|+iﬂ) —e 7

senh(7wi) =isenm =0

ilnv—1+i= éln(—H—i) = % (mfzw%”) = —%+iln2

Luego Re[ilny/—1+i] < Re[senh(7i)] < Re[(—1)'].
0 PROBLEMA. Sea la funcién f: R — C dada por

1+¢®
T 1=

f(6)

Expresar los siguientes nimeros complejos en forma cartesiana, tomando
la determinacién principal del logaritmo cuando proceda:
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(@ f(/4) ®)In(1—f(x/2)) () (1 —f(x))z/”

Solucion. (a) f es un cociente de nlimeros complejos. Multiplicando arriba
y abajo por el conjugado del denominador, se obtiene la expresion simplifi-
cada

_ sen0
119) _ll—cose

Sustituyendo 6 por 7 /4 tenemos que

f(m/4) = izfﬁ =i(14+v2)

(b) De la expresién anterior, se deduce que f(7/2) = i. Por tanto,
In(1— f(/2)) = In(1 —i) :1n\/§—i§
en la determinacién principal del logaritmo.
(c) Sabemos que f(7) = 0. Entonces,
(1= f(r)2/7 = 127 = 2o _ |
en la determinacidn principal del logaritmo.

PROBLEMA. Hallar el valor principal de las siguientes expresiones:

, 1
a)V1—i (b)arccosh —
(@) (b) NG
Solucién. (a) Expresamos z =+/1 —i = (1 —i)'/" en términos de las funcio-

nes exponencial y logaritmo:

7= ¢iln(1-)

Puesto que mod (1 —i) = /2y Arg(1 —i) = —7/4, podemos aplicar la
definicién de la funcién logaritmo

7— o i(in V2—in/4)

y, a continuacion, usar la férmula de Euler para simplificar la exponencial:

z=e¢ "*(cosInv2 —isenlnv/2)
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(b) Empleamos la relacién arccosh z = In[z+ /72 — 1] donde hemos escogi-
do la rama positiva de la raiz cuadrada ya que nos piden el valor principal.
Sustituyendo z = 1/+/2 obtenemos

1 1 1
arccosh—==In|{ —+i—
1

1
El nimerow = 7 +i 7 tiene médulo 1 y argumento principal 7 /4. Apli-

cando la definicién de la funcién logaritmo, encontramos que

1 T
arccosh — = i—
S 14

V2

[J PROBLEMA. Hallar todas las soluciones posibles de las siguientes ecuacio-
nes:

(a) senz = isenh4 (b) i = '™ (¢) senz = cosh?2

Solucion. (a) Escribimos z = x+ iy y, sustituyendo en la relacién anterior,
obtenemos dos ecuaciones tras igualar partes reales e imaginarias:

senxcoshy =0

cosxsenhy = senh4

De la segunda ecuacién se tiene que y=4y x=2n7m,donde n =0,+1,+£2, ...
Otra posible solucién es y = —4 y x = (2n+ 1)7. En ambos casos se satis-
face la primera ecuacién. Por tanto, la solucion mas general es z = 2nmw +4i
yz= (2n+1)m —4i.

(b) Aplicamos la definicién de exponentes complejos al miembro izquierdo
de la ecuacion:

7 — ptlni z[In |1]+i(7/2+2nT))]

l =e

donde n = 0,£1,£2,... Igualando los exponentes de ambos términos, se
obtiene la relacién

iz(m/242nm) = 1 +inz
Por tanto, la solucién més general es

i

= 2nm—m/2



78

Funciones elementales

(c) Recordando que senz = senxcoshy + isenhycoshx, igualamos partes
reales e imaginarias:

senxcoshy = cosh?2

senhycoshx =0

De la primera ecuacién deducimos que y =2 y de la segunda, x = w(2n+
1/2), por lo cual la solucién es z = mw(2n+1/2) + 2i.

PROBLEMA. Sea
T 1

2 senh(7z)

(a) Analizar el dominio de analiticidad de f.

f(z) =In(z) +

(b) Expresar f(i/2) en forma cartesiana.

Solucion. (a) La funcion compleja f es la suma de la funcién logaritmo y
de la inversa del seno hiperbélico. Por un lado, el logaritmo es una funcién
multivaluada y no es analitica en general, aunque podemos escoger una
rama donde lo sea. Asi, para todo z = re'® tal que —7m < 6 < 7 (la rama
principal), el In(z) es una funcién analitica.

Por otra parte, la funcién senh(7z) es entera y su inversa serd analitica en
todo C salvo en aquellos puntos que anulen el denominador. Los ceros de
senh(7z) son z =in, donde n =0,+1,+2,.... En consecuencia, f es analiti-
ca en la rama principal del logaritmo y para todo z tal que z # in.

(b) Primero, calculamos In(i/2) aplicando la definicion:
In(i/2) = In|i/2| + i[Arg(i/2) + 2nn] = —In2+in(2n+1/2)
Ahora hallamos senh(7mi/2):
senh(mi/2) =isen(mw/2) =i
Por tanto,

I
£(i/2) = —In2 +in(2n+1/2) + g—_ — _In2+i2nm
l

3.10. Ejercicios

1. Hallar todos las posibles soluciones de la ecuacion

sen(iz") = [sen(iz)]"
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2. Demostrar que In(—1+1i)!/2 = JIn(—1+i), calculando el conjunto de va-
lores de cada miembro de la ecuacién por separado.

4

3. Determinar (—1 —i)* e indicar su valor principal.

4. Determinar todos los valores de 17 y razonar por qué esta expresion es igual
alenR.

5. Hallar todos los valores de w = arctg 2i.

3.11. Nota historica

Leonhard Euler (1707-1783), matematico suizo, quiza
el mas grande de todos los tiempos si exceptuamos a
Gauss. Fue Euler quien introdujo por primera vez la no-
tacién i = v/—1. Su memoria era tan prodigiosa (se dice
que era capaz de recitar la Eneida del primer al dltimo
verso), que le permitié seguir haciendo célculos incluso
después de quedarse ciego. Muri6 una noche de un infar-
to cerebral mientras trabajaba.







Integrales

L CARACTER BIDIMENSIONAL de los nimeros complejos hace que las in-

tegrales necesiten definirse en el plano. A primera vista, las complicaciones

que conlleva este cambio pueden ser formidables. Sin embargo, cuando la funcién

es analitica, Cauchy demostré que la integral a lo largo de un contorno cerrado es

cero. Este resultado tiene hondas consecuencias que irdn saliendo a lo largo del

curso. Por si fuera poco, Cauchy descubrié una férmula integral para funciones
analiticas que muestra las propiedades mds importantes de estas funciones.

4.1. Integrales de funciones de variable real
Las integrales de funciones complejas de variable real
fiR—=C| f(x) =u(x)+iv(x)

son un mera extension de las integrales de funciones reales:

/abf(x)dx: /abu(x)dx—i-i/bv(x)dx

a

Estas integrales se comportan de forma muy similar a las integrales reales y no
aportan ningtn resultado que no conozcamos ya del andlisis real.

1
> EJEMPLO. Hallar I = / (x+i)?dx.
0
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4.2.

Integrales
Aplicamos la férmula anterior:
1
1:/ (2 — 1)+ 2]
0
3

[ﬁ .2]‘ 2.
=|=—x+ix| =—<+1
3 0

Integrales de contorno

Cuando tratamos con funciones complejas de variable compleja,

[:C=C| f(x,y) = u(x,y) +iv(x,y)

la integral pasa a definirse en el plano C y, por tanto, el dominio de integracion
puede ser cualquier curva del plano.

Definiciéon. Una curva o arco en C es un conjunto de puntos representados pa-
ramétricamente por z(f) = x(r) +iy(t) donde ¢ € R es un parametro definido en el
intervalo real a <t < by x(¢) e y(t) son funciones continuas. Una curva se deno-
mina simple si no se cruza consigo misma, es decir, si se verifica que z(#1) # z()

sity .

> EJEMPLO. Proponer una parametrizacién para el segmento de recta que

une los puntos zg y zj en el plano complejo.

Sea ¢ un parametro definido en el intervalo 0 <t < 1. Entonces, el segmento
pedido se parametriza mediante la ecuacién

€ z7(t) =z0+ (21 — 20)t

Efectivamente, si expresamos los puntos en coordenadas cartesianas (z =
x4y, 20 = X0 + iyo, 21 = X1 + iy1), sustituimos en la ecuacién de arriba e
igualamos partes real e imaginaria, obtenemos el siguiente par de ecuacio-
nes:

x=x0+ (x1 —xo)t
y=Yo+ (=)t

que son las conocidas ecuaciones en forma paramétrica de la recta que pasa
por los puntos (xo,y0) y (x1,y1)-

Las curvas cerradas representan un papel fundamental en la teoria de las inte-

grales complejas.
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Definicién. Una curva cerrada simple es una curva simple donde z(b) = z(a) es
el tnico punto de interseccion.

> EJEMPLO. Hallar una parametrizacion de la circunferencia de radio R cen-
trada en el punto zg.

Sea el parametro 0 <t < 27. Entonces, la circunferencia se parametriza del
siguiente modo:
€ :z(t) =z0+Re"

Recordemos que ya habiamos visto un ejemplo de esta curva en la seccién
1.9.

En las curvas cerradas se suele definir una orientacion mediante una flecha. Se
toma por convenio que la orientacion positiva es en sentido antihorario. Entonces,
el contorno —%’ tiene una orientacion opuesta. Esta notacion también se utiliza
para un arco en general. En el ejemplo del segmento de recta, tenemos que

€ z2t)=z—(z1—z2) 0<r<1

es una parametrizaciéon que une los puntos zo y z; partiendo de z;. Una forma
equivalente es hacer la sustitucién + — —¢ en las expresiones previas (incluyendo
las desigualdades).

Definicién. Cuando las funciones x(¢) e y() son, ademds de continuas, derivables,
se dice que la curva (sea o no cerrada) es suave.

Para entender intuitivamente el concepto de suavidad, podemos decir que,
geométricamente, una curva suave no tiene ni esquinas ni picos.

Definicion. Un contorno o camino % es una curva suave a tramos.

La definicién anterior nos permite establecer el método de célculo de las inte-
grales en C. La integral de f(z) a lo largo del camino % se calcula del siguiente
modo:

b
| 1@dz= [ 1) war
4 a

donde f es continua para a < ¢t < b. La ecuacién anterior puede tomarse como una
definicién o bien, siguiendo la misma estrategia que en andlisis real, uno puede
interpretarla como el limite de una suma de Riemann'. Nétese que no exigimos
que f sea derivable o analitica, s6lo que % sea suave a tramos.

! La definicién es anloga a la integral de linea de un campo vectorial a lo largo de una trayec-
toria. Desde el punto de vista fisico, no es mds que el trabajo realizado por el campo.
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Propiedades de las integrales de contorno:

1. [gwf(z)dz:w[gf(z)dzparatodowE(C

2. [5 [f(z) +g(z)]dz= /g f(z)dz+ [5 8(z)dz

3. /_(gf(z)dz:—lgf(z)dz

4. flz)dz = / flz)dz+ / f(z)dz si el punto inicial de ¢ coincide
C1+6 6 6
con el final de de %}
5. ‘/ F)dz| < / 1£(2)| dz
“ @

6. ‘/ f(z)dz' < MLsi |f(2)| §Men<€siend0L:/ 1dz] :/ (1)) di 1a
€ € €

longitud de la curva 4.

A continuacién presentamos dos ejemplos que ilustran la forma de calcular
integrales de contorno.

> EJEMPLO. Hallar / = / 7" dz alo largo de dos contornos 4] y %, que unen
¢

los puntos zop = 1 y z; = —1. %) es la semicircunferencia de radio unidad y
> esta compuesto por los segmentos que unen 1y 1+, 1+iy —1+1i,y
—14+iy—1.

Sea f(z) = z*. Comenzamos con el cdlculo a lo largo de %). En primer
lugar, parametrizamos la curva. Como es una semicircunferencia, tomamos
0<tr<m:
6 :z(t) ="
Por tanto:
fe@)=f(")=e"

El dltimo ingrediente que nos falta es 7/(f) = ie”. Utilizando la definicién
de integral de contorno, obtenemos

.ﬂ . o
I :/ e ie" dt = mi
0

Para determinar I a lo largo de %5, observamos que %3 se puede descompo-
ner en tres segmentos rectos:

=" 16"+
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y, por tanto, la integral podrd expresarse como la suma

= /g - /62“) +/g;2> +[g2<3>

Calculamos cada integral por separado.

o 2(1):z(t):1+it 0<t<1)=7(t)=i

1 210
= l+it)idt=i|t—i=| ==+i
[@(]) /()(+l)l 1[ 12}0 5 i

o P )=itt (1<i<)={()=1

1 2 1
= — [ +1) dt = — | —it + — =2i
[gﬁ /_1(l+ ) [ e 2}_1 :

« 6 ) =—1+it (0<r<)=7(0)=i

-1 l2 1 1
=— —14+i)idt=i|t+i=| =—=+i
Aﬂz@ /0( +ir)*i l|:—|—l2:|0 2—|—l

En consecuencia, el valor total sera:

1 1
I:§+i+2i—§+i:4i

Una observacion importante del ejemplo anterior es que / toma un valor dis-
tinto dependiendo de si hacemos la integral a lo largo de 7 o de %3, es decir, que 1
depende del camino elegido. Hay otro tipo de integrales, mucho m4s interesantes,
que dependen sélo de los puntos inicial y final del contorno.

> EJEMPLO.

Sea f(z) = z>. Determinar I = / f(z)dzentre los puntos zo =0y z; = 1 +i
¢

a lo largo de los contornos indicados abajo.

e ¢ eslarectay=x:
G z(t)=t+it (0<t1<1)=7Z(t)=1+i

Calculamos la integral teniendo en cuenta que f(z(¢)) = (¢ +it)*:

1 2 2
I:/ (=24 2it*) (1 +i)dt = —= + iz
0 3 3
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e ¢, es lapardbola y = x°:

6 z2(1) =1+t (0<r<1) :>Z,(l‘) =14 2it
La integral se halla de la misma forma, usando ahora el hecho de que

flz(t)) = (¢t +it?)2:

2 2
1= / —t*+2i%) (1—{—2it)dt:—§—{—i§

e %3 es la combinacién de dos tramos rectos: €3 = %3(1) + %3(2), donde

(1)

(53(1) representa la rectay = 0y @5/ corresponde a la recta x = 1:

eV iz)=1t (0<1<1)=7Z()=1
G () =1+it 0<t<1)=7(1)=

La integral viene dada por la suma de las integrales a lo largo de los
contornos que acabamos de parametrizar:

_/ / /tdt+/ 1t it)2idt

= 1+ = + 2
-3 3 33
Luego I es independiente de los tres caminos elegidos.

La diferencia entre los dos ejemplos estd, naturalmente, en que f(z) = z* no
es analitica mientras que f(z) = z° sf lo es. Este resultado sugiere la posibilidad
de que las integrales de funciones analiticas son independientes del contorno ele-
gido. Antes de demostrar esta afirmacion, determinemos primero la derivada de la

composicion f(z(t)) = u(x(t),y(t)) + iv(x(r),y(r)):
df(z(t)) _dudx  dudy <8vdx 8vdy>

dt  dxdt  dydt 8xdt+8ydt

Recurrimos a las ecuaciones de Cauchy-Riemann para deshacernos de la depen-
dencia en la variable y:

df(z(t)) dudx dvdy <8vdx @Q)

dr oxdr oxdr N\ oxar T oxdr

~(5+i5) (G +%) =reozo

f'(z(1)) (1)
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Supongamos ahora que existe una funcién F(z) tal que su derivada es F'(z) =
f(z) en un cierto dominio Z. Entonces, podemos aplicar el resultado anterior a F':

dF(z(t))
d

y sustituir en la definicidn de integral compleja:

1:/%f(z)dz:/ff(z)z'(z)dz:/ab%i(’))m:F(Z(b))_F(z(a))

Hemos, encontrado, pues una extension del feorema fundamental del cdlculo apli-
cado a funciones complejas. La funcién F(z) se denomina primitiva o antideriva-
da de f(z). Ademas, como I depende sélo de los puntos inicial y final, acabamos
de demostrar el siguiente teorema:

Teorema. Sea f(z) continua en el dominio simplemente conexo 9. Si € es un
contorno de 9y f(z) posee una primitiva, entonces

Izlgf(z)dz

es independiente del contorno €. El reciproco también es cierto.

> EJEMPLO. Hallar I = / 22 dz alo largo de cualquier contorno que una los
€
puntos zo =0y z; =141

Esta integral es la misma que la del ejemplo precedente, pero ahora es
mucho mds ficil de determinar, pues no hace falta parametrizar ningtn
contorno ya que el teorema anterior establece que si f(z) es continua (y
f(z) =z* 1o es) y tiene una primitiva (F(z) = z° /3, que es analitica), enton-
ces I sélo depende de zg y z;:

3

3 1+i N3
I:[z] _ (1+39) :_g+ig
0 3 33

No es sorprendente que el resultado sea idéntico al obtenido aplicando la
definicién, pero ahora el método es mucho maés rapido.

Noétese que seria un error aplicar este teorema a la integral I = / 7" dz que
¢

vimos previamente, puesto que F(z) = (z*)?/2 no es la primitiva de f(z) = z*,
pues F' no es una funcidén analitica y carece, por tanto, de derivada.
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Figura 4.1: Ejemplos de dominios simplemente conexo (a) y multiplemente cone-
xo (b).

4.3. Teorema de Cauchy-Goursat

Un corolario que se deduce inmediatamente del teorema anterior es que si
a = b (contorno cerrado), entonces

Izj{qﬁf(z)dzzo

para toda f(z) que posea una primitiva.

Sin embargo, resulta que ni siquiera hace falta que f(z) tenga una primitiva
para que las integrales sobre contornos cerrados de ciertas funciones sean cero.
En realidad, el teorema de Cauchy-Goursat, que enunciamos mds abajo, afirma

que si f es analitica dentro de ciertos dominios, entonces % f(z)dz=0. ;De qué

dominios se trata?

Segiin el teorema del arco de Jordan, cualquier contorno simple cerrado &
divide el plano complejo en dos dominios, a saber, uno acotado en el interior de
%y otro sin acotar en el exterior de €.

Definicion. Un dominio & es conexo si para todo zp,z; € Z existe un contorno
% con extremos inicial zo y final z; tal que % esta contenido en 2.

Definiciéon. Un dominio & es simplemente conexo si todo contorno cerrado sim-
ple ¥ C & encierra tinicamente puntos de 7.

Definicion. Un dominio & es miltiplemente conexo si no es simplemente cone-
XO.

Pensando de forma sencilla, la diferencia entre ambos dominios es que el do-
minio simplemente conexo no tiene «agujeros», como muestra, por ejemplo, la

2 Este teorema, aunque intuitivamente evidente, es muy complejo de demostrar.
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figura 4.1(a), a diferencia de un dominio multiplemente conexo [véase la figura
4.1(b)].

Sea f(z) una funcién analitica en un dominio simplemente conexo Z. Si € es
un contorno simple cerrado dentro de &, entonces

1= j{gf(z)dz: j{g[u(x,y)—kiv(x,y)] [dx+idy)

:j{(udx—vdy)%—if (vdx+udy)
€ €

Hemos transformado, pues, una integral sobre el plano complejo en dos integrales
de linea sobre el plano real.

Ahora bien, segtin el teorema de Green®, una integral de linea se puede trans-
formar en una de superficie usando las derivadas parciales de u y v. Aplicamos
este resultado a las dos integrales de arriba:

Re]z// (—vy —uy)dxdy

4

ImI:// (ux —vy)dxdy
4

donde Z es la region interior a €. Pero las ecuaciones de Cauchy-Riemann nos
dicen que u, = vy y uy, = —v,. Luego:

ReI:O,ImI:0:>/ f(2)dz=0
%

Este resultado constituye el famoso teorema de Cauchy. Durante la demostracion
se ha supuesto que las derivadas parciales son continuas para aplicar el teorema
de Green; equivalentemente, f* debe ser continua. Afios mds tarde, Goursat fue
capaz de demostrar que esta condicion no era necesaria:

Teorema de Cauchy-Goursat. Sea f(z) una funcion analitica en el dominio
simplemente conexo 9. Para todo € C 9 (ver figura 4.2) se cumple que

%gf(z)dz:o

El hecho de que sea innecesaria la condicion de la continuidad de f’ no es
baladi. En realidad, como veremos mas adelante, una funcion analitica tiene, ne-
cesariamente, todas sus derivadas analiticas, lo cual forma uno de los resultados
mads importantes del andlisis complejo.

3 Véase cualquier libro de andlisis vectorial; por ejemplo, Cdlculo vectorial, J. E. Marsen y A.
J. Tromba, Addison-Wesley (1991).
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Figura 4.2: Si f es analitica dentro del dominio &, entonces el teorema de Cauchy-
Goursat afirma que la integral de f a lo largo de cualquier camino cerrado ¢
dentro de Z (incluidos los que tengan intersecciones) es cero.

Ademas, el contorno %’ no tiene por qué ser un contorno cerrado simple. Si ¢
tiene un nimero finito de intersecciones como en el ejemplo de la figura 4.2, siem-
pre se puede aplicar el teorema a cada uno de los contornos simples resultantes y

la conclusién final seguiria siendo que j{ f(z)dz=0.
¢

Consideremos ahora un cierto contorno cerrado ¢ que dividimos en dos ca-
minos simples: ¢ = %) + 6,. Aplicamos el teorema de Cauchy Goursat:

flel-o=f, L
4 4 6 4 ¢ )

Ahora bien, —%) es el contorno que va del punto inicial al final de 4}, es decir, se
trata de un camino distinto a %} y que comunica los mismos extremos. Luego del
teorema de Cauchy-Goursat se desprende que la integral de una funcién analiti-
ca entre dos puntos del plano C es independiente del contorno elegido. Segtn el
reciproco del teorema sobre primitivas de f(z) que vimos anteriormente, esto sig-
nifica que cualquier funcién analitica tiene forzosamente una primitiva en todo

2.

El teorema de Cauchy-Goursat se puede generalizar a dominios multiplemente
conexos. Considérese la figura 4.3 donde se muestra un contorno simple cerrado
% con un agujero. El agujero estd limitado por el contorno simple cerrado %.
Los contornos cerrados % y %) se comunican mediante los caminos .2 y %.
Llamemos €™ y %" a las porciones de ¢’y 41 que quedan por encima de los
extremos de £ y 4. Podemos, pues, definir los contornos simples cerrados
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Figura 4.3: Dominio multiplemente conexo para la demostracién del teorema de
Cauchy-Goursat.

siguientes:

N =C"+L+C + 24
S =C—-C - AH+C—-C -

Estos contornos, definidos asi para evitar el agujero, encierran dominios simple-
mente conexos. Entonces, podemos aplicar el teorema de Cauchy-Goursat a cada

uno de ellos:

donde 7 = % + 5 = € + %,. Por tanto, queda demostrado el teorema de
Cauchy-Goursat extendido a dominios multiplemente conexos:

Teorema. Sea ¢ un contorno simple cerrado y 61, ...,%6, un nimero finito de
contornos simples cerrados dentro de € tales que las regiones interiores de cada
6 (k=1,...,n) no tengan puntos en comiin. Si f(z) es analitica en el dominio 9
que comprende todos los contornos y la region entre €'y 61, .. .,%,, entonces

/ f(2)dz=0
H
donde % es la frontera orientada de 9.

En el teorema anterior, las orientaciones de los contornos €'y %1, ...,%, se
toman de tal manera que todos los puntos de & se sitdan a la izquierda de aquéllos.
Un corolario que se sigue del teorema anterior afirma uno puede deformar
continuamente un contorno en otro y la integral de f resulta ser invariante siempre
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que los puntos que hayamos atravesado durante la transformacién pertenezcan
al dominio de analiticidad de f. Efectivamente, considérese de nuevo la figura
4.3 y supéngase que %) estd orientado en sentido contrario. f es analitica en la
region entre 6 y % y, de acuerdo al teorema de Cauchy-Goursat para dominios
multiplemente conexos,

jl({gf(z)dz—jél f(z)dz=0

(el signo — se debe a que estamos suponiendo que %) estd orientado en sentido
horario). Entonces, se tiene que

¢ r@yaz=¢ red
¢ A

Vamos ahora a ilustrar el teorema de Cauchy-Goursat con unos ejemplos.

> EJEMPLO. Sea ¢ la circunferencia de radio unidad |z| = 1 orientada posi-
tivamente. Hallar el valor de las siguientes integrales:

dZ 2 dZ
I = I = Tdz T :f
! v +4 2 j{ge ©B « coshz

Podemos aplicar el teorema de Cauchy-Goursat a los tres integrandos, ya

que los tres son analiticos en la regién |z| < 1 (la funcién f(z) = T4
Z
no es analitica en z = £2i, pero estos puntos caen fuera del dominio pro-

puesto; lo mismo sucede con la funcién f(z) = ——, que es singular en

coshz
z==+mi/2,+3mi/2,...). Por tanto, las tres integrales son cero.

> EJEMPLO. Calcular las integrales de Fresnel:

/senxzdx,/ cosx’ dx
0 0

Hasta ahora nos habiamos centrado en calcular integrales de funciones com-
plejas. El ejemplo que debemos resolver ahora es importante pues se trata de
aplicar un resultado de andlisis complejo (el teorema de Cauchy-Goursat)
al célculo de una integral real. Estas integrales tienen interés desde el punto
de vista ffsico pues aparecen en la teorfa de difraccion 6ptica. Considere-
mos la funcién f(z) = ¢~%, que es analitica en todo C. Debido al teorema
de Cauchy-Goursat tenemos que

[gf(z)dzzo
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Im 7z
(1+i)RIN2
CP
CR
WTv4
R Re z

Figura 4.4: Contorno para evaluar las integrales de Fresnel.

para cualquier contorno cerrado %’. Tomemos % definido por el segmento
del eje real que va del origen al punto z = R, el arco circular 6% correspon-
diente a la circunferencia de radio R cuando el dngulo 0 estd en el intervalo
[0,7/4] y el segmento €, que va desde el extremo final del arco anterior
al origen, cerrandose asi todo el contorno % (véase figura 4.4). Al final,
tomaremos el limite R — oo.

La integral sobre ¢ puede descomponerse en la forma

Aﬁf(Z)dz:/ORe—xzdx%—/%Rf(z)dz%—Aﬁ f(z)dz
I P %3/—’

La primera integral la conocemos del anlisis real:

R :
Am f ===

La segunda integral se anula en el limite R — co. Para demostrarlo, hacemos
el cambio de variables z = Re®. Como quiera que, a lo largo del arco @k,
R es constante y sélo varfa el pardmetro 6, tenemos que dz = iRe'®d6 y
podemos expresar I, en términos de una integral sobre 8 tinicamente:

7[/4- i0 —R*>cos20 —iR?sen26
12:/ iRe'" e e de
0

Por tanto,
/4 )
|12| S/ Re_R cosZGdO
0
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Por el teorema del valor medio, existe algin dngulo 6y dentro del intervalo
de integracion [0, /4] para el cual la integral es

/4
/ / Re*RZCOSZB do = gRefRZCOSZBQ
0

Pero en el limite R — oo la expresién anterior se anula, luego
lim |L|=0=5L=0
R—oo

Finalmente, intentamos hallar /5. El segmento %), se puede parametrizar
en la forma z(r) = (1 + i) siendo el punto inicial (1+i)Rv/2/2 y el final,
0. Luego ¢ varfa entre Rv/2/2 y 0. Teniendo en cuenta que 7/(¢) = 1 +1,
obtenemos

0 .
L= e O (1 4 4) dr
RV2/2

RV2/2
=—(1 —l—i)/ e 2 dt
0

R\V2/2 R\V2/2
=—(1+1) / cos2t2dt—i/ sen 2t dt
0 0

/

~\~

Ie Is
= —(Ic+1Is)+i(ls —Ic)

De la ecuacién I} + I3 = 0 derivamos dos condiciones en el limite R — oo,
igualando partes reales e imaginarias:

Nz

IC+IS: T
Ie—Ig=0

Por tanto,

oo (oo} 7T
/ sen2t2dt:/ cos2t2dt:\/—_

0 0 4

Haciendo el cambio de variables x = v/2¢ llegamos al resultado final:

i "o 1 /m
2 2
/0 senx - dx 0 cosx ax 2\/2
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Figura 4.5: Ejemplo de dominio multiplemente conexo cuya frontera orientada
esta formada por dos circunferencias.

" dz dz
> EJEMPLO. Calcular las integrales I} = / ———eh= / ————— don-
& Y2241 L sen(z)2)
de & = € + ¢ siendo ¢ la circunferencia |z| = 4 orientada positivamente

y %) la circunferencia |z| = 1 orientada negativamente tal y como indica la

figura 4.5.

Se aplican las condiciones del teorema de Cauchy-Goursat para dominios

multiplemente conexos. Nétese que f(z) = 71 no es analitica en los
Z

puntos z = +i/ /2, pero estos puntos estdn en el interior de €. Por tanto,
f(z) es analitica en el corona circular 2 limitada por €'y 1 e I, =0

Por otro lado, la funcién f(z) = también es analitica en &, puesto

1
sen(z/2)
que el denominador se anula en z = 0,427, +47,... y todos estos puntos

no pertenecen a ¢. En consecuencia, I, = 0.

4.4. Formula de Cauchy

En la seccién anterior hemos acabado con ejemplos que ilustran la fuerza del
teorema de Cauchy-Goursat para calcular integrales de funciones no triviales a
lo largo de contornos arbitrarios. La ventaja sobre el método de parametrizacion
es evidente. La tnica condicion que se pide es que el integrando sea una funcion
analitica. Ahora bien, las aplicaciones estdn limitadas a determinar si una integral
se anula o no. Nos gustaria ir mas alld y encontrar un método que nos diera el
valor de la integral cualquiera que éste fuese y no sélo cuando fuera cero. Aunque
la presentacién general de este método se pospone al capitulo 6, Cauchy encontrd
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una férmula que es extremadamente dtil en muchas situaciones. Vamos a introdu-
cirla primero con un ejemplo:

> EJEMPLO. Hallar I =

a lo largo de cualquier contorno simple
€120
cerrado ¢ alrededor del punto z.

El integrando f(z) = no es obviamente analitico en el interior de

¢ ya que f(z9) no exizste.Z (I)Entonces, no podemos aplicar directamente el
teorema de Cauchy-Goursat. Ahora bien, segtin el corolario del teorema de
Cauchy-Goursat para dominios multiplemente conexos, siempre podemos
deformar el contorno y tomar el mds simple. Escogemos una circunferencia
de radio R centrada en z con la siguiente parametrizacion:

€ :z(t) =z0+Re" (0<t<2m) = 7(t) =iRe"

Entonces, usando el hecho de que f(z(t)) = 1/Re', podemos aplicar direc-
tamente la definicion de integral compleja para calcular /:

27 iR it
I:/ : e. dt =2mi
o Ret

Este ejemplo es importante, pues permite demostrar la siguiente teorema, que
proporciona el valor de f en un punto interior al contorno ¢ en términos de una
integral de linea:

Formula de Cauchy. Sea f analitica en el dominio simplemente conexo &'y
sea & un contorno dentro de 9. Si 7y es interior a €, entonces

flz0) = 1 Mdz

27 J¢ 72— 20

Demostracion. Una posible ilustracién del teorema se muestra en la figura 4.6.
Por el ejemplo anterior, podemos multiplicar a ambos lados de la solucién por

f(z0):

1 [ fl(z0) 1 f(20)

20) == dz = — ——=dz
/() 27i J¢ 72— 20 27i J¢ 27— 20
donde hemos deformado el contorno % al contorno %) definido como sigue (véase
la figura 4.6):

6
€ |z—20| = 5
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Im z

" Rez

I
N

Figura 4.6: Deformacién del contorno original.

Ahora bien, como f es analitica, entonces f es continua y, aplicando la definicion
de continuidad, sabemos que para todo € > 0 existe un § > 0 tal que |f(z) —
f(z0)| < € para |z — z0| < 8. Calculemos, entonces, el siguiente médulo:

1 f@) 1R~ S(z0) dz‘

1 €
. AR A <——mnd=¢
27i Je 27— 20

21 d)/2

dz—f(ZO)‘:

21i J4 Z—20

donde hemos utilizado la propiedad 6 de las integrales de contorno (seccién 4.2)
siendo la longitud del contorno %) igual a L = 7d.

Como ¢ puede hacerse arbitrariamente pequefio, concluimos que el miembro
izquierdo de la ecuacidn es cero y el teorema queda demostrado. U

Nunca se ponderard suficientemente la importancia de la férmula de la integral
de Cauchy. Hay que tener en cuenta que establece el siguiente resultado crucial:
conocida una funcién analitica f en un contorno simple cerrado %, podemos re-
construir f en toda la region interior a ¢ aplicando reiteradamente la formula de
Cauchy a cada punto dentro de %. La férmula también resulta ttil para calcular
ciertas integrales complicadas de forma ripida.

> EJEMPLO. Sea % el cuadrado cuyos vértices estdn dados por los puntos 2,

2, ~2y —2i Hallar [ = [ % 4,
¢22+ 7T
Sea f(z) = senz. Podemos reescribir la integral del siguiente modo:
_ f(2)

"2 J)ez—(—n)2) dz
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f es analitica en el cuadrado % y en su interior. Por otra parte, el punto
70 = —m/2 estd dentro de €. Entonces, podemos aplicar directamente la
férmula de la integral de Cauchy:

A o o T
/(g mdz =2mif(—7m/2) = 2mi=1= 5(—2%:) = —Ti

EJEMPLO. Sea % la circunferencia centrada en el origen y de radio 2. Hallar

coSZ
= | ——=dz

¢ 72(z22+6)
Observamos que los puntos singulares del integrando estdn en 0 y £iv/6.
Los dos dltimos estdn fuera del circulo |z| < 1. Luego podemos definir la

funcién f(z) = ZCZO%

férmula de la integral de Cauchy:

, que es analitica en % y dentro de ¢, y recurrir a la

I:/g@dz:mtifm) :i%

EJEMPLO. Hallar la expresion exacta del periodo del péndulo no lineal:

2 4o
Y
0 W—asenO

Esta integral tiene fuertes implicaciones fisicas: los osciladores no lineales
aparecen en mecdnica, electrénica, fisica de superconductores e incluso en
fendmenos de sincronizacién de sistemas biol6gicos. Es conocido que el
periodo de un péndulo uniforme es 7 = 27 /@ donde ® es la frecuencia.
Ahora bien, esto es cierto solamente para oscilaciones pequefias alrededor
del punto de equilibrio porque entonces la componente horizontal de la ten-
sion es proporcional al dngulo de desviacion 6. Sin embargo, para dngulos
no cercanos a 0, la fuerza es, en general, proporcional a sen 6 y la ecuacién
dindmica que obedece el movimiento pendular se vuelve no lineal. En la
ecuacion de arriba, a es el coeficiente de no linealidad.

De la misma forma que calculamos las integrales reales de Fresnel mediante
un resultado de andlisis complejo, ahora se utilizard la férmula integral de
Cauchy para calcular la integral real que define 7. Comenzamos definiendo
la variable compleja z = ¢ . Entonces, podemos aplicar la férmula de Euler:
0 —e 0 L1 21

2 2 2iz

senf =
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Por otra parte, dz = izd 0, transformandose, pues, una integral real en una
integral en el plano complejo. El dominio sobre el que integrar es la circun-
ferencia de radio unidad € : |z| = 1 debido a la definicién de z (0 varia entre
0y 2m, y z tiene mddulo unidad). Sustituimos la expresion de sen 0 y la de

dz:
7 1 dz 2 / dz
CJeo—S(2-1) iz ale?—i22;-1

Determinamos ahora las singularidades del integrando, buscando los ceros
del denominador:

o] 0\ ?

=it 1 (—)
a

a

Ahora bien, hemos pedido que a < ®. Entonces, el radicando es negativo.
Por tanto, el médulo de los ceros del denominador vale

0} w\?2
=7y (5) 1
a a

Observamos que |z | > 1y |z, | < 1. Por tanto, podemos definir la funcién

flz) = — que es analitica en ¢’y en todos los puntos dentro de %
z—7%

El denominador del integrando es de la forma de la integral de Cauchy y
podemos aplicar la férmula directamente:

2 [

alJezi—7zy

T =

2
dz = —527rif(z5)

Pero f(z)) = ———= = . Por tanto:

2
02 — a2
Esta férmula reproduce el limite lineal a — O (oscilador uniforme) y predice
que el periodo diverge cuando a — . En efecto, cuando a es pequeiio, el

péndulo oscila alrededor del punto de equilibrio, pero, al aumentar a, al
péndulo le cuesta cada vez mas volver a ese punto y 7' diverge.

La férmula de la integral de Cauchy nos proporciona f(zo) en & si conocemos
el valor de la funcion en la frontera ¢ de Z. Pero si derivamos bajo el signo de la
integral, encontramos un método similar para hallar f’(zo):

f(z0) = ngr /) dz

T 2w Ju (z—20)?
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De hecho, podemos seguir derivando para hallar la derivada enésima de f en zo.
Por induccién se demuestra que ésta viene dada por la formula de Cauchy gene-

ralizada:
.y " 7{ EVACOR
7@ 27i Jo (w—z)"t! dw

donde hemos cambiado la variable muda z a w y zp ha sido renombrada como z
para resaltar una consecuencia muy interesante:

Teorema. Sea una funcion f(z) analitica en zo. Entonces, sus derivadas existen
a todo orden y son analiticas.

Demostracion. Como f(z) es analitica en zo, f es derivable en una regién alre-
dedor de zp y existe, gracias a la formula de Cauchy generalizada, un contorno
dentro del cual existen tanto f’(zo) como f”(zo). Pero si existe f”(z9), esto im-
plica que f’(zo) es analitica en el mismo dominio. Entonces, podemos utilizar el
mismo argumento para probar que, en general, f (”)(z) es analitica. U

Este teorema es crucial para demostrar que toda funcién analitica puede ex-
pandirse en una serie de potencias ya que es infinitamente derivable. Este hecho
no tiene necesariamente que ser cierto en R. Por ejemplo, témese la funcién

—x% six<0

X six>0

Es evidente que f(x) es derivable en x = 0, pero sélo una vez, ya que f”(0) no
existe. Notablemente, en C si una funcién es analitica y, por tanto, derivable una
vez, es derivable infinitas veces. Este alcance global de las funciones de varia-
ble compleja conduce a resultados muy interesantes que veremos en el préximo
capitulo.

4.5. Teorema de Morera

En los dos apartados anteriores hemos visto varios resultados importantes que
se pueden resumir en la siguiente frase: si una funcion f es analitica, entonces

f(z)dz es independiente del camino €y f posee una primitiva. Podemos en-
¢

tonces preguntarnos si existe la afirmacion reciproca. La respuesta afirmativa la
dio Morera en su famoso teorema:

Teorema. Sea f continua en un dominio & simplemente conexo. Si % f(z)dz=0
¢

para todo contorno cerrado € € 9, entonces f es analitica.
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Demostracion. Como f f(z2)dz=0, [ f(w)dw es independiente de cualquier
¢ 4

contorno % que empiece en z; y acabe en z. Entonces, podemos definir la funcién
"z
F@) = [ fondw
21

de donde se infiere F'(z) = f(z). Segin el ultimo teorema de la seccién anterior,
la derivada de una funcidén analitica es analitica. Luego f es analitica. U

4.6. Cotas de funciones analiticas y el teorema fundamen-
tal del algebra

Liouville demostré un teorema que ahondé mds en las diferencias entre las
funciones reales y las complejas.

Teorema. Si f es entera y acotada, entonces f es constante.

Demostracion. Sea f una funcién acotada: |f(z)| < M. Aplicamos la desigual-
dad 6 de la seccion 4.2 a la féormula de Cauchy

7@ =5 f, s o

- 2mi Jo (w—2z)?
sobre la circunferencia € : w = z + Re'® cuya longitud es 27R:

1 M M

'"(2)] < =—=—=271R = —
Pero la circunferencia la podemos hacer arbitrariamente grande (R — o). Enton-
ces |f'(z)| < 0 de donde se deduce que f'(z) =0y que f es constante. O

Una funcién real puede estar acotada y ser derivable en todo R y no tiene
por qué ser constante. Por ejemplo, considérese la funcién f(x) = senx, que esta
acotada ya que |senx| < 1y es derivable en todo R. Sin embargo, en C la funcién
senz no estd acotada aunque si es entera.

La consecuencia més gratificante del teorema anterior es que nos permite pro-
bar de manera muy sencilla uno de los teoremas mas importantes de toda las
matemadticas:

Teorema fundamental del dlgebra. El polinomio de grado n
p()=ay+aiz+...+a,d", a,#0, n>1

tiene n ceros (contando multiplicidades).
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Demostracion. Lo probamos por reduccion al absurdo. La hipétesis de partida
consiste en suponer que p(z) # 0 para todo z. Definimos ahora la funcién f(z) =
1/p(z), que es entera (ya que hemos supuesto que p(z) # 0) y acotada puesto que

1 :
f@) = =7 =0 sile] 2o

p(2)]

Como |f(z)| es continua, f estd acotada en todo el plano y, por el teorema de
Liouville, f(z) debe ser una constante. Sin embargo, esto es una contradiccién
con nuestra hipétesis de partida. Luego no debe ser cierto que p(z) # 0; es decir,
debe existir algin zj tal que p(z9) = 0 para que f no sea entera y no se le pueda
aplicar el teorema de Liouville. Entonces, habiendo probado que p(z) tiene, al
menos, un cero, factorizamos el término (z — zp) y consideramos el polinomio de
grado n — 1 dado por

Q(Z): :b0+blz+---+bnznil bn?éoangl

Ahora repetimos todo el argumento anterior con una nueva funcién g(z) = 1/¢(z)
con el objeto de demostrar que ¢(z) tiene, al menos, una raiz. Sucesivamente,
vamos bajando el grado del polinomio al mismo tiempo que afiadimos un cero,
por lo que p(z) ha de tener necesariamente n ceros. U

Otro ejemplo sobresaliente de las diferencias entre las funciones reales y las
complejas es el siguiente teorema:

Teorema del médulo maximo. Sea la funcion f(z) no constante en el interior de
un dominio cerrado 9. Si f es analitica en 9, entonces |f(z)| adquiere su valor
mdximo en la frontera y nunca en su interior.

Si se agrega a las hip6tesis del teorema que f(z) # 0 para todo z € Z, entonces
f(z) también adquiere su minimo en €.

Notese que en R las funciones continuas en un cierto intervalo x € [a,b] al-
canzan su maximo en algin x de ese intervalo, pero no necesariamente en x = a 0
x=b?

> BJEMPLO. Hallar el médulo maximo de f(z) = 2z+ 6i en el circulo |z| < 2.
Encontrar también el minimo.

Determinamos el médulo de f(z):

|/ (2) > = |22+ 6i]> = 4]z]*> + 36 + 2Re[2z(—6i)] = 4|z|> + 36+ 24Imz

4 Véase, por ejemplo, Cdlculo infinitesimal, M. Spivak, 2 edicién, Reverté (1990), pagina 152.
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De acuerdo al teorema anterior, f alcanza su maximo en |z| = 2. Entonces,
|f(z)] = v/52 4 24Imz para todos los z que pertenezcan a la circunferencia
de radio 2 y centrada en el origen. Como el punto de la circunferencia que
tiene la parte imaginaria mas grande es z = 2i, concluimos que el maximo

de |f(2)| es:
|f(Z)|max = |f(2l)| =v100=10
La funcién f(z) se anula en z = —3i, que estd fuera de la regién considerada.

Entonces, se satisfacen las condiciones del teorema y el minimo ocurre tam-
bién en la frontera, en el punto que tiene la parte imaginaria mds pequeiia,
es decir, z = —2i:

1F(@)|min = |£(=20)] = V4 =2

4.7. Aplicacion: Relaciones de dispersion y principio de
causalidad

Consideremos una funcién f(z) analitica en el semiplano superior 7 : Imz >0
(incluido el eje real). Supongamos, ademds, que |f(z)| estd acotada en el infinito,

lim [f(z)| =0

|e|=
Esta condicién ocurre con frecuencia en Fisica. Por ejemplo, el indice de refrac-
cion, la permitividad o la susceptibilidad 6ptica suelen tener el siguiente compor-
tamiento asintdtico con la frecuencia compleja ®:

const.
||*

|f(@)] <

donde o > 0.
Gracias a la férmula integral de Cauchy podemos escribir la funcién f en el
punto zg € Z en términos de la integral de contorno

f(z0) = L Mdz

2wi Je 72— 20

Pero como | f(z)| se anula en el infinito, la integral a lo largo del arco superior que
define Z se hace cero y sélo contribuye a f(zo) la integral a lo largo del eje real:

f(Zo)—L AC))

C2mi ) e x—2p

dx
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Este resultado es cierto siempre que Imz > 0. En el caso que zg esté localizado en
f(z)
7—Z
y en su interior de forma que la integral de arriba es cero: f(zo) = 0 si Imzg < 0.
Veremos en el capitulo 6 que, cuando zp se sitia exactamente sobre el eje x
(Imzy = 0), se obtiene

el exterior del contorno ¢ (Imz < 0), la funcién g(z) = serd analitica en €’

f()fo)_l il

= — dx

donde xg = Rezy. Ahora descomponemos f en parte real y parte imaginaria:

1 /°° u(x) +iv(x) I

u(xo) +iv(xg) = perl) e

de donde deducimos las ecuaciones

u(xo) = l/m v dx

TJ—X—Xo

v(xg) = —l/w ﬂdx

TTJ—0 X— X0

que se denominan relaciones de dispersién de Kramers-Kronig®. Sorprenden-
temente, implican que si s6lo conocemos la parte real de una funcién analitica,
entonces podemos hallar su parte imaginaria (y viceversa) en todo R sin mas que
calcular la integral correspondiente. Este es un ejemplo més del alcance global de
las funciones analiticas.

Las relaciones de Kramers-Kronig se aplican a funciones respuesta, por ejem-
plo, a la funcién dieléctrica €(®), que describe la respuesta de un medio conductor
a perturbaciones electromagnéticas en funcion de la frecuencia @. Re € nos aporta
informacidn sobre la dispersion de las ondas en el medio mientras que de Ime
extraemos la absorcion de las ondas en el conductor. Puesto que € es una funcion
acotada y analitica, se cumplen las condiciones que dan lugar a las relaciones de
Kramers-Kronig y, por tanto, realizando una medida experimental de dispersion,
se puede inferir, sin conocerlo de antemano, el espectro de absorciéon de un con-
ductor.

La razén ultima de la validez de las relaciones de Kramers-Kronig hay que
buscarla en el principio de causalidad. Sea F () una fuerza (la causa) que actda
sobre un cuerpo a tiempo ¢ > 0. Entonces, la teorfa de respuesta lineal establece
que el efecto denotado como P(¢) at > 0 viene dado por

P(t) = /w x(t—1t)F(t")dt

—oo

5 Este resultado fue demostrado por primera vez por Sokhotski y Plemelj.
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donde y/(r — 1) es la funcién respuesta. Claramente, el sistema no puede respon-
der hasta que no se acople con F(r), deduciéndose que y(r —¢') =0 para t < r'.
Esta es la condicién de causalidad. El teorema de Titchmarsh afirma que si la
funcién 7 (w) = [~ x(7)e®®dt es cuadrado integrable (esto es, si la integral
[°. 1% (®)|*do es finita) entonces el principio de causalidad y las relaciones de
Kramers-Kronig son equivalentes (es decir, un resultado implica el otro y vicever-
sa). Al final del capitulo 6 profundizaremos en esta relacion mediante el andlisis
de un ejemplo concreto de interés fisico.

4.8. Problemas resueltos

0 PROBLEMA. Sea % el segmento de recta que une los puntos zo = —i y
71 =1.
(a) Calcular la integral

zzéj@wz

siendo f = 372

(b) Dado que f es analitica, razonar si esto acarrea una contradiccién con
el Teorema de Cauchy-Goursat.

Solucién. (a) Puesto que f es analitica, posee una primitiva, que es z° y
no hace falta parametrizar el segmento de recta ya que / s6lo depende del
punto inicial y el punto final:

=7 =2

—1

(b) No existe contradiccién alguna, ya que el teorema de Cauchy-Goursat
afirma que / = 0 para funciones analiticas a lo largo de contornos cerrados,
y el segmento de recta € no es un contorno cerrado.

0 PROBLEMA. Se define la funcién compleja f : C — C de la siguiente forma:

* senh?(w/2)
)= | ———=-dw,
1@)= [
siendo % el contorno descrito por la ecuacion |w| = 2.
(a) Hallar el valor de f(im/2), simplificando todo lo que se pueda.

(b) Razonar si f es analitica en el origen y, en caso afirmativo, dar el valor
de f(0).

(c) Determinar f(z) para todo z tal que |z| > 2.
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Solucién. (a) Sea la funcién g(w) = senh?(w/2), que es analitica en €y
dentro de ¥. Entonces, para todo z interior a €, podemos hacer uso de la
férmula generalizada de Cauchy,

flz)= 2mig (z) = 2misenh % cosh% = misenhz

El punto z = i /2 es interior a %". Luego

flir/2) = misenh (mi/2) = —msen(w/2) = -7

(b) Para todo z interior a %, f es una funcién analitica. Toda funcién analiti-
ca posee derivadas a todo orden, y éstas son analiticas. Como el origen esta
dentro de ¥, f es analitica en z = 0. Calculamos la primera derivada de f:

f'(z) =2mig" (z) = wicoshz

En consecuencia, f'(0) = mi.

(c) Cuando z estd fuera del contorno %, el integrando es una funcién analiti-
caen ¢ y dentro de ¥. Se deduce del teorema de Cauchy-Goursat que la
integral se anula y, por tanto, f(z) = 0 para todo |z| > 2.

Ejercicios

. Calcular las siguientes integrales, siendo % el segmento de recta que va

desde —1—ial+i:
a) / [(Rez)2 - (Imz)z] dz
4

: Tx Wy | Tx 7ry>
h —cos — + h — sen —
b) xg <COS 3 cos 2 1sen 2 sen ) dZ

Calcular las siguientes integrales, siendo % la circunferencia de radio uni-
dad recorrida en sentido antihorario:

y [ L®
a
¢ 2 +4z
" d
p [ =
%z
" senh z2
C)/ 3Z dz
¢z

i1
o [ ta
¢ Z
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*
Z"senz
e) / dz
¢ Z

3. Sea

x—1

Ref=— -
S

Determinar / f(z)dz donde % es el cuadrado de vértices —i,2 —i, 2+1, i,
4

orientado positivamente.

4. Sea p(z) un polinomio de orden n con coeficientes reales. Demostrar que si
z es solucion de la ecuacién p(z) = 0, entonces su conjugado z* también lo

esP.

5. Hallar los médulos méaximo y minimo de f(z) = 2z+5i en el circulo |z] <2.

4.10. Nota historica

Augustin Louis Cauchy (1789-1857), matematico
francés extraordinariamente prolifico. Publicé siete libros
y mds de ochocientos articulos, una marca sélo superada
por Euler. En 1814 present6 la teorfa de funciones com-
plejas en un trabajo sin una sola figura ni un razonamiento
geométrico.

6 Esto implica que las raices complejas de una ecuacién polinémica con coeficientes reales
siempre vienen de dos en dos. Por ejemplo, una ecuacion ctibica tiene o tres raices reales o una raiz
real y dos complejas, pero nunca dos raices reales y una compleja.






Series

L PRINCIPAL OBJETIVO de este capitulo es establecer un método que facilite

la expansion en serie de potencias para funciones complejas. Después de un

breve repaso a los criterios de convergencia, enunciaremos el teorema de Taylor.

De mayor importancia es el teorema de Laurent, que permite expandir una funcion

compleja en potencias con exponentes negativos. Finalizaremos el capitulo con
una exposicién introductoria al importante tema de la continuacién analitica.

5.1. Sucesiones y criterios de convergencia

Definicion. Una sucesiéon {z,} = z;,22,...,zv donde z, € Cconn=1,2,...,N
tiende al limite w € C si para todo € > 0 existe un g > 0 tal que |z, —w| < € para
todo n > ng. También se dice que la sucesion es convergente o que converge a w:

limz,=w
n—yeo

Definicion. Una sucesion es divergente si no es convergente.
> EJEMPLO. Indicar si la sucesién z,, = i" es convergente o divergente.
Calculamos unos cuantos términos:
n=1—1,—i1,i...

Claramente, la sucesion es divergente puesto que tras el término z4 la suce-
sion vuelve a repetirse. El hecho de que utilicemos la denominacién «diver-
gente» no quiere decir que la sucesion tienda a oo sino, simplemente, que
no converge a w.
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El siguiente teorema, que damos sin demostrar, implica la equivalencia entre
limites igualando parte real y parte imaginaria

Teorema. Sea la sucesion z, = x,, + iy, y el niimero w = a+ib. Entonces lim z, =
n—yoo

w si y solo si
limx, =a y limy, =5
n—o0 n—o0

Definicién. Dada una sucesion {z,}, se dice que es sumable si existe el limite

N
S=lim Y z,
n=1

N—>oco0 4=

N
donde S es la suma de la serie Z Z,. También se dice que si S existe, entonces la

n=1
serie converge o que es convergente. Al igual que las sucesiones, si una serie no

converge, entonces es divergente.

(Cudndo converge una serie dada? A veces, no es posible contestar a esta
pregunta, pero, por lo general, disponemos de varios criterios que nos ayudan. El
primero se basa en la definicion de convergencia de una sucesion dada mas arriba:

CRITERIO DEL RESTO.—Si lim z, # 0, entonces Z 7, diverge.

n—oo
n=1

. . ey
> EJEMPLO. Determinar si § = Z -~ converge.
l
=1

. .. n . .
§ diverge ya que lim — = 0. Nétese que el numerador siempre crece al
n—oo |

aumentar 7, pero el denominador permanece acotado: i, —1, —i, 1...

> EJEMPLO. Determinar si § = Z nt converge.
n=1 5n
2i 1
S diverge ya que lim nrer 0.
n—e  5n 5

Definicién. Se dice que la serie Z zn es absolutamente convergente si Z |2
n=1 n=1

converge. Si Z Zn converge, pero Z |z, | diverge, entonces la serie Z Zn €S con-
n=1 n=1 n=1
dicionalmente convergente.

El criterio del resto nos decia cudndo una serie divergia, pero quiza son mas
utiles los criterios positivos, que indican la convergencia de una serie. Vamos a
ver ahora dos criterios de esta clase.
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CRITERIO DEL COCIENTE.—Sea Z 7, una serie de nimeros complejos tales

n=1

n+1
Zn

que z, # 0 para todo ny sea ¢ = lgn
n—yoo

¢ <1, laserie converge absolutamente
Si ¢>1, laserie diverge

¢ =1, laserie puede converger o divergir

oo . n
. . . i
> EJEMPLO. Determinar si la serie S = Z <5> converge.
n=1

Primero, aplicamos el criterio del resto. Vemos que lim (i/2)" = 0 ya que
n—oo
el numerador permanece acotado al aumentar » mientras que el denomina-

dor se hace cada vez mds grande. Por tanto, S puede converger o divergir.
Aplicamos ahora el criterio del cociente:

l-n-i-l /2n+1 i

2

Zn+1
Zn

AR T b

Lim =5 <l

Luego S converge absolutamente.

CRITERIO DE LA RAIZ.—Sea Z Z, una serie de nimeros complejos tales que
n=1

7o # 0 para todo n 'y sea £ = lim {/|z,|.
n—yoo

¢ <1, laserie converge absolutamente
Si ¢>1, laserie diverge

¢=1, laserie puede converger o divergir

. . . - 2 "
> EJEMPLO. Determinar si la serie S = Z —— | converge.
= 1420

Aplicamos el criterio de la raiz:

lim \/|z,| = lim =
n—oo n—yoo

Luego S converge.
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5.2. Series de potencias

Las series de potencias son un tipo particular de series de especial importancia,
pues cualquier funcién analitica puede representarse por medio de términos del
tipo

Sz) =Y an(z—z0)"
n=0
Veamos, entonces, las propiedades que cumplen las series de potencias:

1. S(z) puede integrarse término a término, es decir,

/%f(z)S(z) dz = ga”éf(z)(z—m)"dz

donde f(z) es una funcién continua en €.

2. En particular, si f(z) = 1, de acuerdo con la propiedad anterior, tenemos
que

j{gS(Z)dZ:;anjgg(Z—Zo)ndZ:O

Como el resultado anterior es valido para todo contorno %, por el teorema
de Morera deducimos que S es analitica en todo el dominio de definicion.

3. S(z) puede derivarse término a término:
S'(z) =Y nan(z—z0)"""
n=1

4. Dos series pueden sumarse y restarse. Asimismo, pueden multiplicarse y
dividirse con cuidado.

Quiza la serie de potencias mas utilizada es la serie geométrica cuya suma
puede calcularse exactamente:

= 1
S=Zz"z1+z+z2+z3+...=1—_Z

n=0

Para analizar la convergencia de S, hacemos uso del criterio del cociente:

+1

Zn+1 g
in

lim

n—yoo

= lim = 7|

n—yoo

Zn

Luego S converge en el interior del circulo de radio unidad (|z| < 1) y diverge
fuera de élI.
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5.3. Series de Taylor

Teorema. Sea f(z) analitica en el circulo 9: |z—zo| < R. Entonces, f admite un
desarrollo en serie de potencias en cada punto z dentro de 9:

« 4(n)
f@)=f)+ YL
n=1

La serie converge a f(z) para |z — 70| <R.

Y (z—2)"

Demostracion. Armados con la propiedad 1, nos proponemos demostrar el teore-
ma de Taylor. Por la férmula de la integral de Cauchy, sabemos que

_ LA
@)= 270 Jo w— z
Reescribimos primero el denominador del integrando:
I 1 1 1
w—z w—20+t20—2 w—zol—%zz‘:)
o i <z—zO )" - i (z—20)"
W—20,=0 \W—20 n=0 (W—Z())”'H

La expresién anterior es valida para < 1. Integramos ahora término a

w—20

término:
1

— dw (7 — 70)"
27i <,ﬂw—z nZOZm/ ”“ wlz=2)

an

Luego f(z) = Ypan(z —z0)". Vamos a investigar ahora la forma de los coefi-
cientes a,. Podemos utilizar la propiedad 3 y derivar término a término la serie de
potencias obtenida:

oo

=Y nay(z—2)""' = f(20)=1-a

n=1

=Y n(n—1ay(z—2)"" 2= fl(z0)=2-1-a
n=2

Por induccién, es facil ver que £ (z9) = nla, o bien a, = f")(zy)/n!, con lo
que el teorema de Taylor queda demostrado.
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Noétese que, si sustituimos la expresion de a,, hallada anteriormente, obtene-

. [
(n) _ / _Jw d —0.1
f"(z0) 27t Jo oyt =01
que es, como ya sabemos, la férmula de Cauchy generalizada. O

Es conveniente recordar dos caracteristicas notables de la serie de Taylor: pri-
mero, es Unica; y, segundo, siempre existe, debido a que la funcién f es analitica
y, por tanto, infinitamente derivable.

El radio de convergencia R de la serie puede tomar los siguientes valores:

= R =(0 = la serie de Taylor converge sélo en z = z.

s 0 < R < o = la serie de Taylor converge en |z —zo| < Ry diverge para
|z— 20| > R.

m R = o0 = la serie de Taylor converge en todo el plano.

Estas propiedades se deducen de aplicar el criterio del cociente directamente a la
serie de Taylor:

ani1(z—20)""!

an(z—20)"

. . ap1
lim = |z—zo| lim | 22| < 1
n—e | a,

n—oo

Como |z — zo| < R por hipétesis del teorema, tenemos que R = 1/¢ donde

. |a
¢ = lim |~
n—eo | @,
> EJEMPLO. Hallar el radio de convergencia de la serie Z —-
n=0""
Los coeficientes de la serie son a, = 1/n! Por tanto,
. la . n! : 1
(= lim || = lim = lim =0
n—e | a, n—e (n+1)!  n=en+1

Por la definicién de arriba, R = 1/¢ = . Luego la serie converge en todo
C. Esto es asi porque la serie corresponde a la funcion exponencial,

< n
ezzngoa

como se puede comprobar sin mas que derivar sucesivamente. Ahora bien,
f(z) = €° es entera, de ahi que su serie de potencias converja en todo C.
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—1)

n2t

> EJEMPLO. Determinar el radio de convergencia de la serie Z
n=0
1—i)".

La serie estd centrada en zo = 1+ i. Hallamos R como en el ejemplo anterior:

(z—

( l)n+l
(n+l)2”+1 . n 1

an+1
an

O e T LTy

n2"

/= lim
n—soo

Luego R = 1/¢ =2y la serie converge para |[z— 1 —i| < 2.

En muchas ocasiones, el desarrollo en serie de Taylor de una funcién en f es
un proceso largo y tedioso que involucra derivadas sucesivas de f. Por ello, a veces
es preferible seguir un procedimiento mucho més directo, usando las propiedades
de las series de potencias enunciadas antes. Veamos un par de ejemplos.

. . . Z

> EJEMPLO. Hallar la expansion en serie de Taylor de la funcién f(z) = 1

-z
alrededor de zg = 0.
Aqui se da uno cuenta de que el denominador se parece a la serie geométrica
que hemos visto antes:
1
Yot
n=0 -z
Entonces, simplemente multiplicamos ambos lados de la ecuacién por z y
obtenemos el resultado deseado:

Z oo
f(Z):]—_Z:Z+ZZ+Z3+---: len
n=

1
> EJEMPLO. Hallar la serie de Taylor asociada a la funcién f(z) = W
-z
] oo
Puesto que conocemos la serie geométrica 1= Z 7", s6lo tenemos que
-z n=0
derivar (propiedad 3 de las series de potencias):

(1—1z)2 N ( ] >,: Y2

l—z n=0

El siguiente ejemplo sigue la misma estrategia que los anteriores, pero el re-
sultado final es sorprendente:
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> EJEMPLO. Determinar la serie de Taylor alrededor del origen de la funcién

142z
f(Z) - ZZ +Z3 .
La funcién f no es analitica en zop = 0. Luego se viola una de las condicio-
nes del teorema de Taylor y la expansion en serie de potencias no existe.
Sin embargo, podemos hacer caso omiso del teorema e investigar, de todas
formas, qué ocurre si empleamos la formula de las series geométricas. Para
ello, descomponemos f del siguiente modo:

1142z 1 1
S L
/@) 22 1+z z2< 1+z>

es susceptible de ser expandida por el método de las series

. 1
La funcién
R s
geométricas:

1 1 - non
14z 1—(—2) L=

n=0

Entonces, podemos escribir

f(z) 22%(2—1+z—z2+z3—...)

1 1
=S+-—1+z—...
2z

Noétese que hemos encontrado una expansion en serie de potencias para
f(z) en la que estdn involucradas potencias con exponentes negativos, tales
como z 2y z~!. Las expansiones que permiten estos términos forman el
objeto de la siguiente seccién.

5.4. Series de Laurent

El ejemplo dltimo de la seccién anterior sugiere que, aunque f(z) no sea

analitica, se puede encontrar un desarrollo en serie de potencias siempre y cuando
permitamos potencias positivas y negativas.

Teorema de Laurent. Si f(z) es analitica en los contornos 6\ y €, y en toda
la region anular comprendida entre 6\ y 6>, entonces f admite un desarrollo en

serie para todo 7z de esa region:

oo

f(Z) = i an(Z_ZO)n + Z bn(Z_ZO)in
n=0
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Figura 5.1: Contornos para la demostracion del teorema de Laurent.

donde

1 f(w)

= omi /c,;l (w21 "
1 f(w)

bn = 27i A@ (w—2zp) ! dw

f(w)

Demostracion. Sea g(w) = una funcién analitica en todo el dominio anular
w—2z

entre 6] y ¢, excepto en el punto w = z, que rodeamos con el contorno %~ (véase
la figura 5.1). Entonces, por el teorema de Cauchy-Goursat extendido a dominios
multiplemente conexos, sabemos que

/@g(w) dw =0

donde # = 6| — 6, — . Por la formula de la integral de Cauchy, la integral a lo
largo de %" es simplemente 27if(z). Entonces:

IO o [ L) o o)
G WwW—2Z G W—2Z

Deseamos hacer una expansién en potencias de z — zg. Entonces, seguimos la
misma estrategia que en la demostracion de las series de Taylor y reescribimos el
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denominador de g(w) en la forma
1 1 1

_ _ _ 2=
w—z w—2l -

1 Z—Z -2\’
= [1 0y < 0> +.. ]
w—20 w—=20 w—=20
donde en la segunda igualdad hemos utilizado la férmula de las series geométri-
1 oo

1—s

cas, =Y ", vilida para |s| < 1. Como en este caso s = (z—20) /(W — 20). se
n=0

tiene que cumplir que |(z—z0)/(w —2z0)| < 1, lo cual es cierto para %. Por tanto:

F) g [ ) [Hz—zu(z—zo)Z... dw
G W=z @ W—20 w—20 w—20

(w) B f(w) RY f(w)
<glw_zodw—i—(z zo)/gli(w_zo)zdw—k(z 20) [gli(w_zoﬁdw—i—...

Esta serie genera los términos (z —z9)" y es facil ver, identificando término a

término, que
1 fw)
=— | ————d
= omi Xgl (w—zo)"t! v

Por otro lado, podemos seguir el mismo procedimiento para la integral a lo largo
de %>, donde ahora se cumple que |(w —z9)/(z —z0)| < 1. Entonces

1 1
w—z z—zol—vzv_;zzg
1 w— 20 w—20 2
= 1+ +< ) + ...
Z—20 Z—20 Z—20

Sustituyendo en la integral, obtenemos la siguiente serie:

_ f(W)dW: Cfw) 1+W_ZO_’_<W_ZO>2+.“ dw
G W—12Z 6 Z— 20 Z—20 Z—20
N | N2 f(w)
=(z—20) /ng(w)dw—i—(z 20) [gzi(w—z())—ldw
. \-3 f(w)
+(z—20) [gz(w_zo)_zdw—i—...

que identificamos con los términos (z —zp) " cuyos coeficientes son

1/(de U

2w e (w—z0) T
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A diferencia de un desarrollo en serie de Taylor, donde el radio de convergen-
cia R es, como mucho, la distancia desde zp al punto singular mds préximo, el
teorema de Laurent permite un desarrollo en serie de potencias alrededor de un
punto singular. Las diferencias con las series de Taylor las resume el término

Y bu(z—z0)""
n=1

que recibe el nombre de parte principal. Por supuesto, si f es analitica en zo,
entonces b,, = 0 segtin el teorema de Cauchy-Goursat y recuperamos la serie de
Taylor. Un rasgo que si que comparten las series de Laurent y la de Taylor es que
son Unicas. Esto implica que es indiferente el método que usemos para calcular la
serie de Laurent asociada a una funcién f(z): una vez que la hayamos encontrado,
el principio de unicidad nos asegura que ésa es la buena.

Nétese la forma particular del coeficiente b;:

1
blzz—m[ng(z)dz

Esta expresion es vdlida para cualquier contorno cerrado 6, que rodee a una
singularidad 7 = 7. La observacion que acabamos de hacer es la base del teorema
de los residuos, que veremos con mas detenimiento en el préximo capitulo.

sen
> EJEMPLO. Hallar la serie de Laurent de f(z) = —2Z
Z

El tnico punto singular de f es zop = 0. La forma mads rapida de calcular la

serie de Laurent es tomar la expansién de sen z alrededor de zp = 0 y dividir
por z? término a término:

1 2 2 1 z 2
f(Z)—Z—2<Z——.+——...>—E—i%—ﬁ—...

que es valida para todo z # 0. Observamos que la contribucion a la serie de
Laurent de la singularidad es mayor cuanto més cerca estemos de zg.

En el ejemplo anterior habia una sola singularidad. ; Cémo abordamos un pro-
blema con dos o mds singularidades? El ejemplo siguiente ilustra el método a
seguir:

1
> EJEMPLO. Sea f(z) = ———. Hallar la serie de Laurent.

z2(z—1)
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La funcién f presenta dos singularidades: una en zo =0 y otra en z; = 1.
Por tanto, dividimos el plano C en dos regiones en los que f sea analitica.
La primeraes 7 : 0 < |z] < 1:

1 1

1 1
- (147474,
z2(z—1) z1—z Z( )

=—@'"+1+d+2+.)==- Y)Y 2

n=—1

El segundo dominio es & : |z| > 1, donde f también es analitica. Manipu-
lamos un poco el denominador para poder aplicar la férmula de las series

geométricas:
I T S
2(z—1) zl—z 21-1
1 oo
== (1+z7'+z72+..)=Y "
2 n=2

En los ejemplos anteriores hemos expandido alrededor de zp = 0. Veamos
ahora un ejemplo del procedimiento para hallar un desarrollo en serie de potencias
alrededor de un punto distinto del origen:

1
> EJEMPLO. Expandir f(z) = — en potencias de (z— 1) en el dominio |z —
z
1 >1.

Igual que en los ejemplos anteriores, se trata de manipular el denominador
hasta que obtengamos la forma asociada a las series geométricas:

1__L__ 1 L 1 1
: -z l—z—1 l—z1-&
=—(1-2g ' [I+(1-9) "+(1-?+.. ] ==Y (1-2)"

n=1

5.5. Aplicacion: Continuacién analitica

El ejemplo mds espectacular del alcance global de las funciones analiticas lo
constituye el tema de la continuacion, extension o prolongacion analitica.

Definicién. Sea g(z) una funcién analitica en el dominio Z. Se dice que f(z) es
una continuacion analitica de g(z) si f es analitica en un dominio mds grande
que 7'y, ademds, los valores de f(z) coinciden con los de g(z) en todos los puntos

Z€ 9.
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De alguna forma, ya hicimos uso de este concepto en el capitulo 2 cuando
extendimos las funciones reales ¢*, senx, etc., que son analiticas en el eje real, a
todo el plano complejo C, obteniéndose expz, senz, etc.

(Es siempre posible prolongar analiticamente una funcién indefinidamente y
en todo C? En general, no, ya que pueden existir singularidades o puntos de rama
que definan una frontera mas alld de la cual no sea posible encontrar una con-
tinuacion analitica. Sin embargo, utilizando los conocimientos desarrollados en
este capitulo, se puede proponer un método muy ingenioso que funciona siempre
que los puntos singulares de la funcién sean aislados.

Sea una funcién f(z) analitica en z = zo. Entonces, siempre podemos cons-
truir una expansion en series de Taylor alrededor de zp y con un cierto radio de
convergencia que viene dado por la distancia a la singularidad mds cercana. De-
notemos esta singularidad como z = w. La expansion es valida dentro del circulo
9 : |z —z0| < |z0 — w|. La serie de Taylor da los valores de f(z) en todos los
puntos z € Z. Escojamos un punto z; cerca de la frontera de &. Entonces, po-
demos de nuevo expandir f(z) tomando ahora como centro del desarrollo de
Taylor el punto z = z;, que tendra un radio de convergencia distinto al anterior,
P : |z—z1| < |z1 —w|. Evidentemente, hay un solape entre Z y 2, pero lo in-
teresante es darse cuenta de que merced a la nueva expansioén, hemos extendido
el dominio de analiticidad de f de Z a Z U ;. Uno puede continuar con este
método hasta cubrir todo el plano C excepto el punto z = w'. Asi pues, es posi-
ble reconstruir la funcién f(z) en todo C a partir tnicamente de sus valores en
un dominio finito . Tal alcance es posible gracias a que la funcién es analitica.
Por tanto, concluimos que los valores de una funcidn analitica en cualquier regién
finita del plano determinan, mediante continuacién analitica, sus valores en todo

C.

1
> EJEMPLO. Sea f(z) = 1 Hallar la continuacién analitica de f mds alld
7—

del circulo de convergencia |z| < 1.

La funcién f tiene una singularidad en z = 1. La expansién alrededor del
origen,
1 1 3
P T g =—(l+z+z7+2+..)
es valida para en el dominio Z : |z| < 1 tal y como se muestra en la figu-
ra 5.2. Sin embargo, sabemos que f es analitica fuera de &. Una posible
prolongacién consiste en tomar el punto z = i como centro de una segunda

I Si la funcién es multivaluada, cabe la posibilidad de que, al volver al punto de partida, no se
recuperen los valores originales. Entonces, hay que extender el concepto de plano complejo para
incluir diferentes niveles o superficies de Riemann.
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Figura 5.2: Ejemplo de continuacién analitica.

expansion:
1 1 1 1

=1 (=) =)  1-il-i
S PPl <Z_i>2...
1—i 1—i 1—i
vilida en el circulo Z; : |z—i| < |i— 1| = v/2. Nétese que hemos ampliado el
dominio de convergencia y que la dos expansiones dan los mismos valores
en la region de solape entre & y ;. Asi, tomando puntos cada vez mas
alejados del origen como centro de la expansion (véanse las circunferencias

a trazos de la figura 5.2), seriamos capaces de continuar f analiticamente
en todo C excepto en la singularidad z = 1.

Contrariamente a lo que se pueda pensar, la continuacién analitica, aunque pa-
rezca un concepto demasiado abstracto, encuentra aplicaciones muy interesantes
en Fisica tedrica. Por poner un ejemplo concreto, considérese la propagaciéon de
un electrén con energia E en un cristal unidimensional. Supongamos que existe
una impureza localizada en el origen de energia potencial V. Si el electr6n incide
en la impureza, tiene una cierta posibilidad de reflejarse o transmitirse. Del cdlculo
mecanocudantico se deriva la siguiente expresion para la amplitud de dispersién:

14

o= ie
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La energia electrénica estd restringida al intervalo —2 < E < 2 (es lo que se de-
nomina una banda electrénica) . Pero supongamos que no hacemos caso de esta
restriccion y continuamos analiticamente la funcién f(E) en el intervalo |E| > 2.
Entonces, f adquiere la forma

%
V4+VEI-4

Ahora bien, existe un resultado conocido de la teoria de dispersion cudntica que
afirma que una divergencia en f va siempre asociada con la existencia de un esta-
do ligado. Efectivamente, si V < 0 (impureza con potencial atractivo) existe una
energia discreta (y no una banda) para la cual el denominador de f se anula. Intui-
tivamente, es como si lanzdramos un electrén contra el potencial y aquél quedara
atrapado. Este ejemplo concreto permite hacernos una idea de que la continua-
cion analitica es una herramienta muy poderosa para analizar ciertos procesos de
dispersion de particulas.

f(E) =

5.6. Problemas resueltos

[J PROBLEMA. Sea la funciéon compleja
1
f(2) = FEEE
Hallar la serie de Laurent asociada a f en el dominio 7 :0 < |z+ 1| < 1.
Solucién.

O =412 == ) =g

oo

==+ D+ G+D)+ e+ 1)+ E@+1)’+. ] ==Y (+1)"?
n=0

donde hemos utilizado la serie geométrica de 1/[1 — (z+ 1)], vdlida para
|z4+ 1| < 1, que corresponde justamente al dominio del enunciado.

[J PROBLEMA. Sea la funcién compleja

1

flz)= (2+2)2—2)

Calcular la serie de Laurenten & : 0 < |z+ %‘ < %
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Solucion. Dentro del dominio 2, sélo hay una singularidad: z = —2/3.
Primero, reescribimos 1/(2 — z) para poder desarrollarla en potencias de
2+
1 1 3
- 2 2 g
2—z 2—-(z+%)+3 81_ (z§/23/3>

Ahora utilizamos la serie geométrica:

et e )

8/3

vilida para ‘z—i— %‘ < % Sustituimos en la expresién de f(z):

f(z)=%<z+§>_1§ 1+Z+2/3+<Z+2/3>2+...]

8/3 8/3

2" 3 423
(”5) MRy P

1
8

0 PROBLEMA. Hallar la serie de Laurent de la funcion

zsenz
(z—m)?

f(@) =

especificando el dominio de aplicabilidad.

Solucion. Como sélo existe una singularidad, la serie de Laurent sera valida
en todo el plano complejo excepto en z = 7. Puesto que sen(z— ) = —senz,
podemos escribir

f(z) _ _Zsen(Z— E) _ (Z— 7T) sen(z— 71:) ﬂsen(z_ 7r)

@—mn?  (-m} (z—7)

y, a continuacion, expandimos:

_ 3
f(z):—(z—n)_z[(z—n)—(Z ) —1—]

3!
—n(z—m)? [(Z—ﬂ)— (Z;;T)3 +}
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5.7. Ejercicios

1. Expandir f(z) = ;

de convergencia.

en serie de Taylor alrededor de zgp = 1 y dar el radio

2. Hallar las series de Laurent asociadas a las siguientes funciones en los do-
minios especificados:

1
a) f(z)= para0 < |z—1] <1y |z—1]>1
z2(z—1)
b = 0 4
) J@) = g Pa0< k<
1 1
o) flz)= Zcos— paraz #0
2
7" —2z+5
d = 1<|z] <2
) f(2) ) P 2]
In(1
3. Sea f(z) = M Estudiar el dominio de analiticidad y calcular, si es

posible, el desarrollo en serie de Taylor alrededor del origen especificando
el radio de convergencia. Razonar si f tiene primitiva y, en caso afirma-
tivo, dar los cuatro primeros términos de la serie de Taylor asociada a su
primitiva.

5.8. Nota historica

Pierre Alphonse Laurent (1813-1854) fue un matematico francés. Al igual
que Cauchy, estudié ingenieria antes de pasarse a las matemadticas. Descubri6 la
expansion en serie de potencias de las funciones complejas, pero, incomprensi-
blemente, la Academia de Ciencias francesa rechazé publicar su trabajo, que no
vio la luz hasta nueve afios después de su muerte.
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A TEORIA DE LOS RESIDUOS tiene vastas aplicaciones en matematica aplica-

da. Veremos cémo se pueden evaluar integrales complejas e, incluso, reales

mediante esta técnica. Ademas, el estudio de los polos de una funcién y de sus re-

siduos es de singular importancia para la fisica, ya que el dominio de analiticidad

de ciertas funciones lleva asociado un significado fisico, como ilustramos al final
del capitulo.

6.1. Singularidades

Recordemos que el teorema de Cauchy-Goursat afirmaba que j{ f(z)dz=0

si f es analitica. En el capitulo anterior, descubrimos que cuando f no es analitica
en algtin punto aislado interior a ¢, podemos expandir f en una serie de potencias
de Laurent de tal forma que el coeficiente b; de la expansion,

1
by = z—m%gf(z)dz

nos da precisamente la integral de f a lo largo del contorno cerrado %’. Este resul-
tado sugiere que tenemos a nuestra disposicion un método de integracion bastante
potente siempre que encontremos algiin modo de calcular el coeficiente b;.

En el siguiente ejemplo, ilustramos las ideas del parrafo anterior.

1
> EJEMPLO. Hallar la integral 1 = / f(z)dz donde f(z) = p— y € es
¢ AZ—

la circunferencia |z| = 1/2.
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f es analitica en todo C salvo en las singularidades zp =0y z; = 1. La
unica singularidad que estd dentro de % es zg. Por tanto, podemos hallar /
si conocemos la serie de Laurent asociada a f(z) alrededor de z = zo. En un
ejemplo del capitulo anterior (véase la pagina 120), habiamos determinado

que
1 ~1 2
e —(z Fl+z+27+..)
Esta serie era valida cuando 0 < |z| < 1y, en particular, dentro de €. Por
tanto, encontramos que b; = —1 y se deduce inmediatamente que / = —27i.

Para confirmar este resultado, podemos recurrir al teorema de Cauchy-Gour-
sat, descomponiendo primero f(z) en fracciones simples:

1 1 1

_|_
z2(z—1) z z—1

Escribamos, pues, I = I + I, donde

1
L=— | —-dz
% 2

L= —dz
vz—1
Puesto que 1/(z—1) es una funcién analitica dentro de %, el teorema de
Cauchy-Goursat establece que I, = 0. Por otro lado, la férmula de la integral
de Cauchy nos dice que I} = —2mi. Por tanto, I = —27i, exactamente como
habiamos determinado antes.

Definicion. f(z) tiene una singularidad aislada en z =z si f es analitica en
0 < |z—z0| < R para algtin R > 0. Las funciones analiticas salvo en singularidades
aisladas reciben el nombre de meromorfas.

Claramente, las singularidades aisladas desempefian un papel fundamental en
el calculo de integrales por el método de las series de Laurent. Resulta convenien-
te, pues, clasificar los puntos singulares de una funcién expresada por su serie de
Laurent

oo oo b
f@) =Y alz—2)"+ ) ——
n=0 =

= (z—z20)"

vélida en un cierto dominio 0 < |z —zo| < R.
Definicion. f(z) tiene una singularidad evitable en z = 7 si b, = 0 para todo n.

Definicién. f(z) tiene un polo de orden n en z = z si el dltimo coeficiente no
nulo de la parte principal es b, (n > 1). Cuando el tnico coeficiente no nulo es by,
se dice que f(z) tiene un polo simple en z = zy. El nimero b; recibe el nombre de
residuo, denotandose b; = Res|[f(z),zo]| o simplemente b; = Res(f,zo).
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Definicion. f(z) tiene una singularidad esencial en z = z si existen infinitos b,

no nulos.

> EJEMPLO. Caracterizar la naturaleza de las singularidades de las siguientes

funciones:
cosz—1
L f(z) =
Z
2 ()=
. flz) =
z2(z—1)
3. flz)=e'?
1. Lafuncién f tiene una singularidad evitable en z = 0 ya que su expan-

sion toma la forma

Como quiera que la serie no tiene parte principal (resulta ser una serie
de Taylor), f(z) tiene una singularidad evitable en z = 0 (nétese que f
no esta definida ahi).

Habiamos visto en el primer ejemplo del capitulo que f(z) en 0 < |z] <
1 tiene una expansioén de Laurent cuya parte principal viene dada por
—z~!. Luego sélo hay un coeficiente no nulo y éste es b; = —1. Por
tanto, f(z) tiene un polo simple en z =0y su residuo es Res[f(z),0] =
—1.

f tiene otra singularidad en z = 1. Su expansién en serie de Laurent
es:

I T
2(z—1)  z—1z+1-1

:$(1+(1—Z)+(1—z)2+...):(Z_l)1_1+___

Luego z =1 también es un polo simple. El residuo es el coeficiente b,
que acompafia al término (z — 1)~': Res[f(z),1] = 1.

. Calculamos unos pocos términos de la expansion de f(z) sustituyendo

z por 1/z en la serie de Taylor de e:

1/z  (1/z)? b 772
f(Z) = l—i—T—i—T—F...— 1+T+j+”'
Notamos que los coeficientes de la parte principal son todos nulos. Asi
pues, f(z) tiene una singularidad esencial en z = 0.
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6.2. Ceros de una funcion

En el dltimo ejemplo de la seccién anterior se observa que la existencia de
polos estd muy relacionada con los ceros del denominador de una funcién dada.

Definicién. Una funcién f(z) analitica en |z — z9| < R tiene un cero de orden n
enz =z siy s6lo si [V (z0) = [P (z0) = .. = " V(z0) =0y f")(20) #0.

A veces no hace falta calcular las derivadas y podemos recurrir al siguiente
teorema:

Teorema. Sea f(z) analitica en 0 < |z—z9| < R. Entonces f tiene un cero de
orden n si'y solo si f toma la forma

f(2) = (z—20)"2(2)

donde g(z) es analitica en el punto zo 'y g(zo) # 0.

> EJEMPLO. Hallar los ceros de las siguientes funciones e indicar el orden de
estos:
L fl2)=(1+2%)?
2. f(z) =2*senz

3. flz)=1—¢

[um—

. Los ceros de f(z) son z = +i. Podemos reescribir f(z) = (z+i)*(z —
i)2. Por el teorema anterior, z = =i son ceros de orden 2.

2. Los ceros de f(z) son los de z> y senz, es decir, 7 =0y z =nm conn =
0,£1,£2.... Expresamos f(z) en su desarrollo en serie de potencias
de Taylor:

35 2 4
A I
flz)=z (z 3 +5! +> =z (1 3 +5! —i—)

Por el teorema anterior, z = 0 es un cero de orden 3 ya que el término
entre paréntesis no se anula si sustituimos z por 0. Para hallar el orden
de z=nmconn=-=+14,2... es mds sencillo derivar:

f'(z) = 2zsenz+z*cosz

Observamos que f’(n1) # 0. Luego los puntos z=nm conn=+1,+2...
son ceros de orden 1.
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3. La funcién f(z) tiene ceros en aquellos puntos que verifiquen la con-
dicién e* = 1, es decir, z = 2nmi (n =0,£1,£2...). Siguiendo el pro-
cedimiento del caso anterior, observamos que f(2n7i) = —e*"™ =
1 # 0. Asi pues, los ceros son de orden 1.

La exposicion sobre los ceros de una funcién nos va a permitir formular un
método alternativo a las series de Laurent para clasificar las singularidades de una
funcién.

Teorema. Sea f(z) una funcion analitica en 0 < |z— z9| < R. Entonces, f tiene
un polo de orden n en zq si 'y solo si

__8@)
@)= (z—z0)"
donde g(z) es analitica en zo y g(z0) # 0.

El siguiente corolario que se extrae del teorema anterior es muy util para fun-
ciones racionales:

Corolario. Sean g(z) y h(z) funciones analiticas que poseen un cero en z = zq de
orden m'y n, respectivamente. Sea f(z) = g(z)/h(z). Entonces:

1. Sim <n, zg es un polo de f de orden n—m.

2. Sim > n, 79 es una singularidad evitable de f.

6.3. Formula del residuo

Supongamos que f(z) tiene un polo de orden n en zy. Entonces, sabemos que
la serie de Laurent es
bn bnfl

by
fla) = (z—z0)" " (z—z0)"! +...+a+ao+a1(z—z())+...

Multiplicamos la expresién anterior por (z — zp)" a ambos lados
(z—20)"f(2) =bp+bu-1(z—20) +... +b1(z—20)" " +ao(z—z20)" + ...
y derivamos n — 1 veces:

dnfl

P [(z—20)"f(2)] = (n—=1)!by +nlap(z—z0) + ...
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En consencuencia, calculando el lim de la expresién anterior, llegamos directa-
720

mente a la férmula del residuo

1 ) dn—l

by =Res[f(2),z0] = (n—1)! }52) dzv1

[(z—20)"f(2)]

Sin =1 (polo simple), la férmula del residuo es muy sencilla:
Res[f(z),z0] = lim (z—20) f(2)
720

Obviamente, si la singularidad es evitable, el residuo se anula inmediatamente.
Para singularidades esenciales, no hay un método sencillo y la tdnica forma de
calcular los residuos es recurrir a la serie de Laurent.

2
3z—2
> EJEMPLO. Hallar los polos y residuos de f(z) = HTZZ
Z
f(z) tiene un polo simple en zp = —2 ya que el denominador tiene un cero

de orden 1 ahi y el numerador no es divisible por z+ 2. Entonces:

2
. 77+3z-2
Res[f(z), ~2] = lim (24 2)=————— =4-6-2=—4

6.4. Teorema de los residuos

La enorme utilidad de la determinacién de los polos de una funcién y el célcu-
lo de residuos se manifiesta en el siguiente teorema:

Teorema de los residuos. Sea & un dominio simplemente conexo y € un con-
torno simple cerrado contenido en 9. Si f es una funcién analitica en € y en
el interior de € salvo en un niimero finito de singularidades aisladas zy,. .. ,Zy,
entonces

§ rydz=2mi Y Reslf(2).z
v n=1

Demostracion. Consideremos el dominio cerrado ¢ de la figura 6.1 y un nimero
finito de singularidades rodeadas por pequefios contornos cerrados 6,%>,%3,. ..
Sea B=C — 6| — 6 — 63— ... Por el teorema de Cauchy-Goursat aplicado a
dominios miltiplemente conexos sabemos que

/%f(z)dzzo
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,,,,,, oz
R

///////////f////////;/A D

////////////////////;///////// =

==
Z //////// //
e ff/////////////////////////////////////////r// =

W

Figura 6.1: Ilustracién del teorema de los residuos.

por lo que
[gf(z)dz:;Aﬁnf(z)dz:Zni;Res[f(z),zn] O

4

> EJEMPLO. Sea f(z) = . Hallar 7 :/ f(z)dz donde € : |z| =
< €

Factorizamos el denominador: z° +z = z(z+i)(z — i). Como el numerador
es una funcién entera, las dnicas singularidades de f(z) sonz=0,z=—iy
z=1. Las tres son polos simples y estan en el interior de 4. Calculamos los
residuos asociados:

et 1
* Res(£,0) _ll—{% z+i)a—i) i-(—i) =1
. . . et e’ 1,
* Res(f,—i) = lim fz - (_l)]z(z%—i)(z—i).: —i(-2) - 2f
o Res(f,i) = limz—i]——< __e _ 1,

i Z2(z+i)(z—10)  i-(20) 2
Aplicamos ahora el teorema de los residuos:

i —i
I=2miY Res = 2mi 1 - % = 27i(1 —cos 1)

> EJEMPLO. Hallar I = / f(z)dz siendo f(z) = ) y(f lz| = 1.

La funcion f(z) tiene un polo de orden 2 en z = 0, que estd en el interior de
% . Aplicamos la féormula del residuo:
d | e

1
Res(f.0) = poiiimZ; |7 2] =!



134 Residuos y polos

Por tanto:
I =2mi) Res =27

' dz
> EJEMPLO. Hallar 7 :/ e
v (z—2)(z— 1)2

, siendo % los dos contornos si-

guientes:

1. La circunferencia € : |z| = 7/2
2. El rectangulo %, de vértices i, 4+1i, 4 —i, —i.

1
5» que tiene singularidades aisladas en z =2y

Sea f(z) = EEr e

z=1.
1. En este caso, la singularidad z = 2 esta fuera del contorno %7. Luego

la dnica singularidad que contribuye a I es z = 1, que es un polo de
orden 2. Calculamos el residuo:

Res(f,1) = (2_1)!%}6{—2 (z—l)zm
) —1
_?—I>Ill(z—2)2_ 1

Por tanto, tenemos simplemente que
[ =2miRes(f,1) = —2mi

2. Cuando ¢ = %>, tanto z = 1 como z = 2 estdn dentro del contorno.
Hemos, pues, de calcular ademds el residuo de f(z) en el polo simple
7=2: |

Res(f,2) =lim(z—2)—————5 =1
(f,2) = lim(z )(z—Z)(z—1)2

Aplicando el teorema de los residuos, obtenemos

I=2mi) Res =2mi(1—1) =0

> EJEMPLO. Hallar / 2 dz.
¢"|z|=10

El integrando es una funcién analitica en todo el dominio salvo en el punto
singular aislado z = 0. Ya vimos en otro ejemplo que este punto es una
singularidad esencial. Para calcular el residuo, no tenemos en este caso otra
alternativa que determinar la serie de Laurent:

12 1 /2\?
R T R
¢ +1!z+2!<z> e

El coeficiente que acompaiia a la potencia z ! es 2. Luego Res(ez/ 20)=2
y la integral vale I = 2miRes(e/%,0) = 4.
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6.5. Integrales reales de funciones trigonométricas

Quiza la consecuencia més espectacular de la teoria de residuos es que pro-
porciona herramientas muy sencillas para el cdlculo de integrales reales sin mas
que expresar la integral en el plano complejo y luego aplicar el teorema de los
residuos.

Comenzamos ilustrando este procedimiento con integrales del tipo

2
1= f(cosO,sen0)d6
0

Si el integrando es una funcién racional, / puede escribirse en términos de cocien-
tes de polinomios en el plano complejo mediante el cambio de variable 7 = ¢®.
Como 6 da una vuelta completa de 0 a 27, la variable z representa el contorno
% :|z] = 1 enel plano C y sélo resta calcular los residuos del integrando. Espera-

mos que el método quede claro con la ayuda de los siguientes ejemplos:

27 4o
> EJEMPLO. Hallar / = /0 5 dcos0
Hacemos la sustitucién z = ¢, de donde d8 = dz/iz:
1 1 2
= %05_4%‘;_; - 7[5 10z—422—4dZ
i dz

) ¢ 2 —3z+1

Ahora calculamos los polos del integrando localizados dentro de la circun-
ferencia de radio unidad. Para ello, hallamos los ceros del denominador:

5 5 1 //5)\°
2
Sz 1=0=z="4/(Z) —4=2,1/2
© Tt 0=z=7%3 (2) 1/

lo cual nos permite factorizar el integrando asi:
B 1 B 1
2-3z4+1 (2-2)(z—1/2)

Esta funcion tiene dos polos simples en z =2y z = 1/2. Sélo el dltimo
contribuye a I, pues z = 2 se sitda fuera del contorno %'.

f@)

1 1
Res(f,1/2) = lim (z—1/2 B 3
es(f,1/2) = lim (2 /)(2_2)@_1/2) 1/2-2 3
Por tanto: . 2
1= %ZRiRes(f, 1/2) = ?”

El resultado es un nimero real puesto que partimos de una integral real.
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> EJEMPLO. En la derivacion de la tercera Ley de Kepler hay un paso en el

do
que es necesario calcular la integral / = / —— ., siendo 0 < e <
0o (1+&cosh)?
1 la excentricidad de la 6rbita. Hallar I por el método de los residuos.

Tras el cambio de variables z = ¢, tenemos que
1 dz_ 4
—|—8Z+Z \?iz iJe(2z+€ez>+€)
4 z
= ﬁdz
€)% (24 2z41)

Los ceros del denominador son:

1 1 //2\? 1 1
ze=——E/(2) —d=—oty/5 -1
£ E £

De los dos ceros, s6lo z; se halla dentro del contorno %’. Se trata de un polo
doble ya que podemos factorizar el integrando en la forma

Z
(2—z4)*(z—2-)?

flz)=

Calculamos el residuo:

d z (-2 )22 (z —2)
R = lim —
es(fizr) o dz (z—z-)? (z4 —z-)*
zyt+z- 1 1
- — > V3 4¢ 3/2
(ar —2-)° de (L)Y

Aplicamos ahora el teorema del residuo para hallar /:

1= 2 omir -
=i MRS ) =
EJEMPLO. El kérnel de Poisson
1— 2
P(6) = : (—1<a<1)

1 —2acos 0 + a2

es una funcién que aparece en problemas bidimensionales con simetria cir-
cular. Por ejemplo, P(0) esta relacionado con la distribucién de probabi-
lidad de los coeficientes de transporte de ciertas nanoestructuras o con el
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potencial electrostatico de un disco conductor. Debido a su importancia,
2T

queremos hallar / = P(0)de6.
0

Haciendo z = ¢/® obtenemos una integral sobre la circunferencia de radio
unidad €":

dz

1—d? dz_l/‘ 1—d?

I= ez
¢ 1-2aS y 2 iz i)y —a?+z(l+a?) —a

i 1—d?
- 1+—2dZ
ale 2 —Frz41

2

Los ceros del denominador 7> — z+1sonz=ayz=1/a. Puesto que

a
—1 < a < 1, s6lo el punto z = a se sitia dentro de %, y corresponde a un
polo simple de la funcién

1 —a?

(z—a)(z—1/a)

Determinamos el residuo correspondiente:

) 1—-a° 1—-a°
Res(f.a) :lg%(z—a) (z—a)(z—1/a) T a— 1/a

Se sigue del teorema de los residuos que la integral vale

fl@)=

1_2

[=2miRes(f,a) = ~2mi
a

6.6. Integrales reales impropias

Los casos de la seccién anterior ejemplifican la potencia del método de inte-
gracién por residuos. Sin embargo, las integrales eran sencillas de calcular tras el
cambio de variables z = ¢’ porque el contorno de integracién compleja era siem-
pre el mismo: la circunferencia de radio unidad. El teorema de integracién por
residuos va mds all4, pudiéndose escoger los contornos que mejor nos convengan.
De hecho, todas las integrales sobre el eje real pueden transformarse en una inte-
gral sobre un contorno cerrado del plano complejo siempre que un segmento del
contorno contenga el intervalo real de integracion.

Uno de los ejemplos mds caracteristicos de la estrategia que acabamos de
avanzar es el calculo de integrales reales impropias. En general, nos restringimos
al valor principal de Cauchy:

P/:Of(x)dx: lim /_I;f(x)dx

R—ro0
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cuando el limite exista.

p(x)
q(x
y el grado de g es n > m+2 (m es el grado de p). Entonces, se puede escoger
el contorno cerrado 4" en C que consiste en el eje real (que llamamos %)) y la
semicircunferencia de radio R, %y (véase la figura 6.2):

A;@ﬂz[}@Wféﬂmk

Calculemos primero el valor de la integral sobre %%, aplicando la desigualdad 6
de la pagina 84:

Sea f el cociente de polinomios f(x) = , donde ¢g(x) # 0 para todo x

f(z)dz| < ML= nRM
Cr

donde L es la longitud de la semicircunferencia y M es la cota superior de la
funcién f:

m

p(2)

r0l= 125 <%

donde hemos supuesto que el primer coeficiente de los polinomios es la unidad (si
no, siempre se puede factorizar una constante). Por tanto:

=M

m

o m+1—n
< TCRF =TnR

f(z)dz
Cr

La expresion anterior aclara por qué hemos puesto la condiciéon n > m+2 ya que,
si se satisface, la integral sobre %% es cero en el limite R — oo. En consecuencia,
podemos identificar la integral real impropia con la integral sobre €,

/foo /c,ﬂ
que evaluaremos por el método de los residuos.

Imz

R R Rez

Figura 6.2: Contorno de integracién para la evaluacion de una integral real impro-
pia.
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- 3x2+2
> EJEMPLO. Hallar I = / ( Al X.

x2+4)(x2+9)
Sea ¢ = Gr + 6p, donde G es la semicircunferencia superior de radio R y
%p es el eje real. La integral a lo largo todo el contorno ¢ es

/{f(ddz:HXng(Z)dz

32242
donde f(z) = 75—~75 ¢
&)= @)
tales que el grado del denominador es n = 4 y el del numerador es m = 2.
Por tanto, se cumple la condicion n > m + 2 y la integral sobre 6% se anula
cuando R — oo,

. El integrando es un cociente de polinomios

Calculamos ahora la integral sobre % por el método de los residuos. Prime-
ro, hemos de hallar los polos de f(z) y clasificarlos:

32242
(z+2i)(z—2i)(z+ 3i)(z— 3i)

De la ecuacién anterior se desprende que f(z) posee cuatro polos: z = +2i
y z = 13i. De estos, solamente z = 2i y z = 3i se encuentran dentro de %,
por lo que son los tnicos que contribuyen a la integral. Determinamos los
residuos correspondientes a esos polos:

f(2)=

. _ _ 32242
Res(f,2i) = Z11_>rr21i(z— 2i) (2+2i)(z— 2i)(z+ 3i)(z— 3i)
_eper
(40 (5i) (i) 2
372+2

Res(f,3) = lim (== 30) o e 20 e+ 30 = 30)

3-3)*+2 5
(50)i(6i) 6

Por tanto:
[gf(z)dz = ZniZRes = 27i (% — %) -3

Luego I =2m/3.

> EJEMPLO. En la teoria de la corriente electronica entre dos gases electréni-
cos bidimensionales aparece la integral
I / ° dx
—oo [(x—&1)2 4+ a?][(x — €)% + d?]
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donde €1,& € Ry a > 0. Hallar I por el método de los residuos.

Como en el ejemplo anterior, tomamos el contorno cerrado ¢’ = 6 + €,
donde % es la semicircunferencia superior de radio Ry ¢, es el eje real.
Sea la funcién

1
[(z—&1)*+d*[(z— &)*+d?]

f(z)=

que es un cociente de polinomios que cumplen evidentemente la condicién
n > m+2 donde n =4 es el grado del denominador y m = 0 el del numera-
dor. Luego la integral sobre %% se anula cuando R — eo.

La funcién f(z) tiene polos en z = € L ia y z = & = ia. Hallamos los resi-
duos de los polos que se hallen dentro de %:

1

2ial(e) — & +ia)* + a?
1

2ia((&, — € +ia)* + a?]

Res(f, & +ia) =

Res(f,& +ia) =

Por tanto:

I=27i) Res

1 1
=27
: <2ia[(81 — & +ia)?+ad?| * 2ia|(& — &1 + ia)? + a?] )
2 1

a (& —&)*+(2a)?

p(x) px)

Cuando el integrando es de la forma ——= cosx o0 —— senx, también puede
q(x) q(x)

usarse el método anterior incluso cuando el grado del denominador cumple la
condiciéon n > m+ 1, menos restrictiva que la anterior. La integral sobre %z se
anula gracias al siguiente resultado:

Lema de Jordan. Sea f(z) = p(z)/q(z) el cociente de los polinomios p y q de
grados m y n, respectivamente, que satisfacen la desigualdad n > m+ 1y sea 6y
la semicircunferencia superior z = Re'® (0 < 6 < 1). Entonces:

" p(2)

lim 22 gy = ()
R—o0 Jgy Q(Z)

si a> 0. Sia <0, entonces debe tomarse la semicircunferencia inferior.
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. © cosax

> EJEMPLO. Laintegral I = ——
. I .
cia en la teoria cuantica de dispersion. Hallar / aplicando el método de

integracién por residuos.

dx con a,b > 0 aparece con frecuen-

) cosax ..
Observamos que el integrando f(x) = R es una funcién par: f(x) =
f(—x). Entonces, podemos extender el limite de integracién a —oo,
/ cos ax
T2 22 b2

para poder aplicar el método empleado en los ejemplos anteriores. Es nece-
sario un paso mds para hacer uso del lema de Jordan:

I IR/DQ 4

= — IR€ ——= ax

2 e X2+ b2
iaz

21 p2
+b

en el eje real unido a la semicircunferencia superior de radio R. Gracias
al lema de Jordan, [, g(z)dz = 0 puesto que el grado del denominador es

n =72y el del numerador es m = 0, satisfaciéndose la desigualdad n > m+1.

Por tanto: )
g etax )
/700de = ng(z) dZ = ZﬂlZReS

La funcion g(z) tiene dos polos, uno en z, = ib y otro en z_ = —ib. Puesto
que b > 0, sélo contribuye a la suma de los residuos el polo en z;:

Sea, pues, la funcién g(z) = . Formamos un contorno ¢” que consiste

ez e—ab

(z+ib)(z—ib)  2ib

1 e—ab ne—ab
I=-Re(2ni -
2 e( b > 2

Res(g,2y) = lim (2 ib)

Luego

Hasta ahora los polos de la funcién asociada al integrando se hallaban dentro
del contorno de integracion. El problema surge cuando el polo se encuentra sobre
el contorno. Entonces, es muy util el siguiente teorema:

Teorema. Sea f(z) una funcion con un polo simple z = xy en el eje real. Entonces:

lim [ f(z)dz= —miRes(f,xo)
p—0.J7,

donde 6, es la semicircunferencia |z — xo| = p orientada en sentido horario (de
ahi el signo —).
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Imz

CP
7NN

R R Rez

Figura 6.3: Contorno de integracién para la evaluacion de una integral impropia
con un punto singular en z = 0.

. “senx ,
> EJEMPLO. Laintegral / =P / —— dx la podemos encontrar en teoria de
0o X

la informacidn y es til en procesamiento de sefiales. Hallar / por el método
de los residuos.

La integral parece inocente, pero vamos a necesitar los dos teoremas ante-
riores para resolverla. Como en el ejemplo anterior, extendemos el dominio

de integracién a —eo ya que el integrando es una funcién par. Por otro la-
iz

. . 4 . .
do, consideramos la funcién f(z) = —, que tiene un polo simple en z = 0.

Entonces:

Z
] oo
1= Elmlwf(x)dx

Sea el contorno % de la figura 6.3 formado por la semicircunferencia %%,
los segmentos que van de —R a —p y de p a Ry la semicircunferencia %)
de radio p. Nétese que, gracias al contorno 6, rodeamos la singularidad
z = 0. Al final, haremos los limites R — c y p — 0, lo cual nos permitird
identificar la integral de —oo a oo con / por medio de la ecuacién de arriba.

Por tanto:
[l
4 r —R %y p

ya que f(z) es analitica en el dominio escogido (la singularidad queda en el
exterior de ¥). Calculamos el residuo:

e
Res(f,0) =limz— =1
=0 Z
Por tanto, podemos aplicar el teorema visto anteriormente:

lim | f(z)dz= —miRes(f,x0) = —mi
p—=0Jc,
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La integral sobre 6% es cero pues el integrando es de la forma p(z)e”/q(z)
y el grado del denominador (n = 1) es mds grande en una unidad que el del
numerador (m = 0). Finalmente:

_p R n
lim lim / +/ = — lim =T
R—00 p—0 R p p—0 ©p

1 T

Por tanto:

Habriamos llegado al mismo resultado de haber rodeado el origen por de-
bajo. Entonces, la integral sobre ¢, cambia de signo debido al cambio de
orientacién de ) y ahora el polo z = 0 estd en el interior de ¢’. Por tanto:

a a .7p 'R
/ :/ +/ +7riRes(f,O)+/ = 2miRes(f,0)
4 Gr —R p
de donde se deriva |
T
1= 51m(27ri— i) = 5

igual que antes.

El siguiente ejemplo da un resultado muy hermoso, aunque el contorno elegi-
do es diferente al que estamos acostumbrados:

_ cotgmz

> EJEMPLO. Estudiar los polos y residuos de la funcién f(z) = >— para
<

calcular / = / f(z)dz, donde ¥ es el rectangulo de vértices (n+1/2) 41,
¢
—(n+1/2)+i,—(n+1/2)—iy (n+1/2) —1i, siendo n = 0,+1,+2,...

. COS 7
La funcién cotg mz =
Sen 7wz

con n=0,41,42,... Por otro lado, la funcién z> tiene un cero de orden 2
en z=0. En consecuencia, f(z) tiene polos simples a lo largo del eje real en
z=n(n==1,£2,...) y un polo de orden 3 en z = 0. Por tanto, la integral
sobre el contorno pedido es

tiene polos en los ceros del denominador: z =n

[ =2mi (Res(f, 0)+ ) Res(f,n)>
n#0

Se puede demostrar, por los métodos de los que hemos hecho uso en esta
seccion, que / = 0 en el limite en que la anchura del contorno %’ tiende a oo
(el polinomio del denominador tiene grado > 2). Luego el miembro derecho
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de la ecuacién anterior tiene necesariamente que anularse. Calculamos la
expresion para los residuos de los polos simples:

tg 7w T
Res(f,n;«éO):%Ln}l(Z_n)co% z:hmcos2 zz7—n

Ve z—n 7

senmz

Utilizamos la propiedad de que el limite del producto es el producto de los
limites (véase la pagina 45) y aplicamos la regla de I’Hopital al cociente de

la derecha:
. Z—n 1. 1
lim = —lim
z—=nSenmzg T z—=n COSTTZ

Luego

1 1
Res(f.n#0)= L lim 5 =

y podemos escribir

Z i = —nRes(f,0)

2
n#0 n

=1
Por tanto, si hallamos Res( f,0) seremos capaces de calcular la serie Z —-
- n

d? 3 cotgmz 1

. .od
Res(f,0) = G- hr% dz e Elg% i (cotg w1z — zcosec? mz)
TTZCOS TZ — Sen 7
= 7thm[(7rzcotg nz— 1) cosec’ mz] = mlim 2
z—0 sen” 1z
o
-3

donde hemos utilizado la regla de 1’Hdpital. Por tanto:

2

=1 b
Yo%
Este resultado fue obtenido por Euler por primera vez, aunque mediante un

L . 1 .
método totalmente distinto. De hecho, las series Z — con k un ndmero
n=1
entero han sido fundamentales en la historia de las matematicas. Convergen

. . .
en el caso k > 1 (para k =1 la serie armo’mcaz — diverge, aunque muy
n
n=1
lentamente). Estas series pueden generalizarse promocionando el exponente

a una variable compleja z:

=1
9= L Re@>1
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La funcién §(z) se denomina funcién zeta de Riemann y ha sido objeto
de innumerables estudios. Parte de este interés proviene de una relacion
insospechada entre {(z) y los nimeros primos. Euler demostré que

C(Z)=H<1—i>_l

pZ

donde p denota nimeros primos sucesivos: p =2,3,5,7,11... Sabemos que
{(1) = 0. Por tanto, el productorio de arriba debe tener un nimero infinito
de factores. Luego existen infinitos niimeros primos.

6.7. Transformada inversa de Laplace

La transformada de Laplace es una herramienta ttil en muy diversas disci-
plinas (estabilidad de sistemas, teoria de control) donde se necesita conocer para
¢ > 0 una funcion f(r) que tipicamente obedece una ecuacién diferencial con con-
diciones iniciales (véase el apéndice A, donde el lector encontrard una exposicion
mds detallada). Se parte entonces de una funcién F(s), analitica en el semiplano
Res > 7, y se desea calcular la transformada inversa de Laplace

£l = —— /}/in(s)e” ds

Esta expresién también se denomina integral de Bromwich. F(s) posee singu-
laridades s1,s, ... a la izquierda del eje vertical Res = 7. Nuestro objetivo serd
calcular la integral de Bromwich por el método de los residuos.

Consideremos el contorno descrito en la figura 6.4. f(¢) se calcula integran-
do a lo largo de la linea que va desde y — iR hasta Y+ iR o de cualquier camino
deformado a partir de esta linea. En cualquier caso, las singularidades siempre
deben caer dentro de la semicircunferencia Cg, por lo que se toma el radio como
R = max{|si|,|s2|,...,|sn|}. Cuando R — oo recuperamos la integral de Brom-
wich, y la integral sobre el contorno cerrado puede determinarse mediante el teo-
rema de los residuos:

~y—iR . N
/ F(s)e*ds+ | F(s)e'*ds=2mi ) Res(Fe",s,)

Y—iR Cr n=1

Llamemos / a la integral sobre %% dividida por 27i. I se calcula parametrizan-
do la semicircunferencia del siguiente modo: s(0) = y+ Re'®, siendo 7/2 < 6 <
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Re z

Y+iR

Figura 6.4: Contorno genérico de integracion para la evaluacién de una transfor-
mada inversa de Laplace.

31 /2. Entonces:

1 31/2 ) 0 )
Il =|— / F(y+Re®)e'" R iR 46
2mi /2
R ty 3n/2 i0 tRcos 0| jitRsenO || iO
<3z® [, PRI ]
tRcos 6

Como e es una funcion positiva y el médulo de las exponenciales imagina-
rias es 1, podemos escribir

R 31/2 .
mg_ety ‘F(},_’_Reze)’emcosede
2r /2

Normalmente, F(s) es una funcién que decae al menos como 1/|s¥| con algin
k > 0 para valores grandes de R. Supongamos entonces que F(s) < M/|s*| donde
M es una constante positiva. Esta condicion implica que |sF (s)| estd acotada si
R — ooy la ecuacién anterior queda

1 3m/2 ! 2
|I| < Mekil / %/ etRcosGde — Mijll /71:/ eftRsenq) d(])
27TR 7[/2 TCR 0

En el dltimo paso se ha hecho el cambio de variable 6 = ¢ + /2 y se ha tenido
en cuenta que el integrando es simétrico alrededor de la linea vertical 6 = 7 /2.
Como sen @ > 2¢ /m en el intervalo de integracion, se tiene que

Me'Y 72 2R Me'” —tR
< [ e map =20 (1= )
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El lado derecho de la ecuacién se anula en el limite R — co. Luego la integral sobre
@r es cero y la transformada inversa de Laplace viene dada simplemente por la
suma de todos los residuos de la funcién F(s)e':

N
f(t) =) Res(Fe".s,)

n=1
. : 1
> EJEMPLO. Hallar la transformada inversa de Laplace si F(s) = ey
s
F va como 1/|s|* a distancias grandes, asi que esta funcién verifica las

condiciones del resultado anterior y es suficiente con que calculemos los
residuos asociados a las singularidades de F(s)e".

Observamos que F tiene dos polos simples en s =iy s = —i. Calculamos
sus residuos:

s it

. e e
Res(Fe',s = i) =lim— = —
s—is+i 20
1S —1t
ts . . e
Res(Fe",s = —i) = lim — = ———
s——i 8§ —1 2i

En consecuencia, la transformada inversa de Laplace vendrd dada por

—it

el —e
ft)= ZRes =y =sent
i

6.8. Integrales sobre cortes de rama

En ocasiones habremos de integrar funciones no definidas en ciertas regio-
nes que corresponden a cortes de rama. La estrategia que seguiremos consiste en
escoger un contorno que evite precisamente el punto de ramificaciéon. Veamos el
siguiente ejemplo:

) 1
> EJEMPLO. Hallar I = / % dx donde a > 0.
0 x*+a

Sea la funcién compleja f(z) = Zzlj_izaz’ que no estd definidaen z=0y la
parte principal tiene una rama en Rez < O (el semieje real negativo). Esto
invalida el contorno usual € que consiste en la semicircunferencia superior
de radio R — oo unida al eje real, rodeando el origen con una semicircun-
ferencia de radio p — 0 (figura 6.3). Por tanto, hemos de cambiar de rama.
Escogemos que Inz esté definido para los dngulos —7/2 < 0 < 37/2, es
decir, escogemos como corte de rama el semieje imaginario negativo, que
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se halla fuera del contorno %'. Esta eleccion permite aplicar el teorema de
los residuos ya que ahora f(z) es una funcién analitica dentro de (y sobre)
% salvo por la singularidad aislada z = ia, que es un polo simple:

. . : Inz In(ia)
R g 1 — g
es(f:ia) zl—>ni}z(z ia) (z—ia)(z+ia) 2ia
T i |
=———1In
da 2a a
Por tanto:
—p R
/:/ +/ + +/ =2miRes(f,ia)
¢ Ja J-r Je Jp
wlna w2
= +l—
a 2a

Demostramos que la integral sobre %, que parametrizamos como z = Re'®

es cero:
T InR+1i60 ”
%R 2)dz| = ‘/ R2e20 1 2 yiRe’ de‘
(InR+m
< Rgfzz) 0 cuando R —
El limite de arriba se puede probar aplicando la regla de I"Hopital:
lim SR _ i R L

R—oo R2 R—oo R R— R
Después, determinamos la integral sobre %, como en la seccién anterior:

Inz
li dz = —miR limz——— =
lim (gpf(Z) z=—miRes(f,0) = —wilimz -5 =0

donde en el limite anterior se ha vuelto a utilizar la regla de I"Hopital.

Finalmente, hacemos notar que Inz definida en la regiéon — /2 < 6 < 37/2
toma la forma Inz = In |x| +i7 en el semieje real negativo y Inz = Inx en el
semieje real positivo. Luego

L P lIn|x|+im R Inx wlna w2
lim lim / 7dx—|—/ ——dx | = +i—
R—eop—0 \J_p x*+a? p X2+a? a 2a

Haciendo el cambio de variables x — —x en la primera integral, obtenemos

2 lim lim 7dx+z7r lim lim — = ——+1
+a X2 +a? a 2a

R Inx /R dx wlna  m?
R—e0p—0.Jp X2 R—e0p—0./p

1 J
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Igualando partes reales e imaginarias, llegamos al resultado final:

wl
J— na

Nétese que hemos obtenido el valor de dos integrales por el precio de una.
Se deja para el lector comprobar que el valor de J es correcto, calculando la
primitiva con técnicas de andlisis real.

6.9. Aplicacion: Las funciones de Green y la flecha del
tiempo

Continuamos en esta seccion indagando en las relaciones entre el principio de
causalidad y las integrales en el plano complejo, que ya se introdujo al final del
capitulo 4. Para ello, es conveniente considerar un sistema modelo: el oscilador
armonico amortiguado y forzado.

Sea x(1) el desplazamiento de una particula de masa m de su posicion de equi-
librio a tiempo ¢. Sobre la particula se ejerce una fuerza de recuperacion tipo
muelle, —kx, siendo k la constante de recuperacion. También supondremos que la
particula estd inmersa en algin tipo de fluido que amortigua su movimiento. Esta
fuerza de viscosidad toma normalmente la forma —nx, donde 7 es la constante de
rozamiento. Finalmente, tomaremos en cuenta que existe una fuerza externa ge-
neral, f(z), de modo que la ecuacién de movimiento para x se deriva de la segunda
ley de Newton:

mi = —kx—nx+ f(t)

Esta ecuacion es formalmente idéntica a la ecuacién de la carga en un circuito
RLC que estudiamos en el capitulo 3. Se pueden identificar m con la inductancia
L, 1 con la resistencia R y k con el reciproco de la capacitancia C. En ese ejemplo
considerdbamos un potencial externo V (que puede asociarse a nuestra fuerza f)
de tipo sinusoidal. Ahora no especificaremos la forma concreta de f() e intenta-
remos resolver el problema para una f(z) arbitraria. La estrategia que seguimos
es similar: transformar la ecuacién diferencial de segundo orden en una ecuacién
algebraica. Para ello, multiplicamos los dos miembros de la ecuacién por el factor

e '?" e integramos:

(o) 2 o - _
m/_oo %eimdt—{—n/_w %eiwfdf+k/_wx(t)eiQ’fdt :/_wf(t)eiiwtdl‘
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Los términos que contienen derivadas con respecto a ¢t pueden integrarse por par-
tes. Por ejemplo:
oo dx . . oo .
—e dr = 10)/ x(t)e " dt
o dt oo
Luego podemos hacer la sustitucién d/dt — i@ en la ecuacién diferencial, obte-
niéndose la ecuacién algebraica

g}

[—mo® + inw+k]/

—oo

00

x(t)e " dr = / f(t)e " dt

Las funciones definidas por las integrales se denominan transformadas de Fou-
rier. Ya vimos un ejemplo de estas funciones al final del capitulo 4. A la definicién
se suele afiadir el factor numérico 1/2mx:

X(@) = - /wx(t)e_”‘”dt

:E —00

F(o)= % /_o;f(t)e*"“” dt

Las transformadas de Fourier pueden visualizarse como una descomposicion de
una variable dindmica en una superposicidon de términos armonicos, cada uno de
ellos con una frecuencia @. Consituyen una herramienta extraordinariamente qtil
en muchos problemas fisicos, aunque no éste el sitio adecuado para enumerar to-
das sus propiedades. Nos conformamos con saber que transformando al espacio de
Fourier podemos reescribir una ecuacién diferencial en una algebraica. En nuestro
caso, tenemos que
[-mw® +ino+kX(0) = F(o)

de donde se tiene inmediatamente que

F(o)
—mo*+ino+k

X(w) =

Las transformadas inversas de las integrales anteriores son'

x(t) = /f X(0)e® do

£() = /_ F(0)d do

! Las definiciones que aquf se dan no son tinicas. Pueden utilizarse perfectamente otras expresio-
nes alternativas con tal que cumplan dos condiciones: (i) el producto de los prefactores numéricos
de la transformada de Fourier y de su inversa debe ser igual a 1/27; y (ii) el exponente de ¢/®’ en
la transformada de Fourier y en su inversa debe tener signo opuesto.
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Por tanto, la solucién a nuestro problema es

X(Z) _ /0o F((l)) eiwtdw
o —MO* +iNO+k

io(t—t")
dt’ d
27r/ f / w—mw2+znw+k

= 1 (G, t')dt

donde se ha definido la funcion de Green

1 oo e ([ l) d
G(t,t
1) = 27r/ —mo*+inow+k @

Las funciones de Green aparecen en ecuaciones diferenciales donde el término
inhomogéneo es desconocido o cuando deseamos hallar la solucién para una f(r)
arbitraria. Como la funcién de Green es el inverso de un operador diferencial,
existe una fauna muy poblada de tales funciones, pero todas ellas tienen propie-
dades en comun. La que mds nos interesa aqui es que reflejan el fluir del tiempo,
ya que toman una forma distinta en funcién de si ¢ > t' ot < 1. De ahi que a este
tipo de funciones de Green se les agregue el adjetivo causal.

Veamos coémo surge esa dependencia temporal calculando la integral explici-
tamente mediante el método de los residuos. Reescribimos la funcién de Green:

—')

G(t,t") 5do
( 27rm w O — 21}/(0 w?

donde hemos definido las constantes

| k
wy = —
m

La frecuencia @y es la natural del sistema, correspondiente a la frecuencia con la
que oscilarfa la particula si no hubiera rozamiento ni fuerza externa.

Considérese ahora la funcion
eit=1)z
2 : 2
75 —2iyz —

h(z) =

que es analitica en todo C salvo en los ceros del denominador:

e =+\/of -2 +iy



152 Residuos y polos

Los puntos z+ son polos simples con residuos

i(l—l/)Z+

Res(h,zy) =
(h,z4) P—
pilt—t")z-

Res(h,z-) =
- — 24

Para calcular la integral impropia que define la funcién G(¢,t') supongamos que
t >t y tomemos el contorno % definido por el semicirculo superior de radio
R — oy el eje real (véase la figura 6.5). Los dos polos caen dentro del contorno.
Usando el lema de Jordan, la integral sobre el arco se anula y, en consecuencia, la
integral impropia es igual a la integral compleja sobre todo el contorno, a la cual
aplicamos el teorema de los residuos:

sdow = ¢ h(z)dz=2mi) R
/w2 oo ® jé (z)dz ﬂlz es

Asi pues,

oo eiw(tft’) ei(tft/)@r ei(tft/)z,
—oo O° — 2iY0 — @) 4 —2—- - —2Z4

2 /
= _77[@_7([_[ ) sen |: wg —_ /}/Z(t_t,):|
w2 —y?

Sir <, el contorno que debemos tomar ahora es la semicircunferencia infe-
rior (linea a trazos de la figura 6.5) para que el lema de Jordan siga siendo valido
y podamos anular la integral sobre el arco cuando R — co. Pero entonces la suma
sobre los residuos es cero puesto que los dos polos se sitian por encima del eje
real. Por tanto, la funcion de Green es

1 —y(t—t") { 2 a2(p 4 ] : /
e sen [(/wy —y*(t—1t")| sit>t
G(t,t') = { m/o—7 0

0 sit <t

y se ve claramente la fuerte dependencia temporal de la funcién de Green. In-
vestiguemos un poco mds su procedencia. Recordemos que el desplazamiento del
oscilador es

x(t) = /_:f(t’)G(t,t’)dt’

que puede descomponerse en la forma

:/_:of(t/)G(t,t/)dt/—{—/[mf(t/)G(t,t/)dt/
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Imz

Figura 6.5: Contorno de integracién para la evaluacion de la funcioén de Green.

Como G(t,t") = 0sit' > t, s6lo la primera integral contribuye a la posicién de la
particula ya que fisicamente sélo tiene sentido que el movimiento del oscilador
venga determinado por la fuerza que ha actuado sobre él en el pasado. Esta es
una manifestaciéon mds del principio de causalidad que se refleja bellamente en la
posicién de los polos de la funcién de Green. Si los polos estuvieran situados por
debajo del eje real, x vendria dado por la accién de f en el futuro, lo cual no tiene
sentido fisico.

No queremos acabar esta discusién sin hacer una observacién curiosa. En el
limite en que la viscosidad del medio se anula, y — 0, los polos z se aproximan al
eje real y deja de haber distincién entre pasado y futuro. La flecha del tiempo, en-
tonces, parece depender fuertemente de la presencia de rozamiento en el sistema.
Es evidente que si no existe rozamiento, la segunda ley de Newton es invariante
bajo inversiones temporales. Por tanto, parece necesaria la presencia de disipacion
en un sistema fisico para que la flecha del tiempo apunte en la direccién a la que
estamos acostumbrados.

6.10. Problemas resueltos

[ PROBLEMA. Sea /
senh(7z/2)
f(2) = 2+z

Clasificar las singularidades de f(z) y calcular los residuos correspondien-
tes.
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Solucion. La funcién es analitica en todo C salvo en aquellos puntos que
anulen el denominador. Reescribimos éste como z° +z = z(z2 +1) = z(z +
i)(z—1). Por tanto, las singularidades sonz =0,z =iy z= —i.

e 7 =0 es un cero de orden 1 del numerador y del denominador. Por
tanto, esta singularidad es evitable y su residuo es automdticamente
cero.

e 7 =ino anula el numerador y es un cero de orden 1 del denominador.
Luego z =i es un polo simple cuyo residuo vale

_ senh(mi/2) i

Res(f,i) = lim(z —i)f(z)

i i(i+1) 2
e 7= —ino anula el numerador y es un cero de orden 1 del denominador.
Luego z = —i es un polo simple cuyo residuo vale

1
[0 PROBLEMA. Sea f(z) = ——————=. Hallar la serie de Laurent en 0 <

(z=1)*(z—3)
|z— 1| < 2, clasificar sus polos y calcular los residuos correspondientes.
Solucion. f tiene singularidades en z= 1 (polo doble) y z =3 (polo simple).
En el dominio 7 : 0 < |z— 1] < 2, f(z) es analitica excepto en z = 1. Como
tenemos que expandir en potencias de z — 1, reescribimos el término 1/(z —

3):
(S R
-3 z—1-2 21— (5
Usamos .= Z", una expresion vdlida para |z| < I:
—Z n=0
= (z—1\" z—1 (z—-1)?
I — I =14+ —
ey Z()(z) A T TR

. . .|z2—
Esta ecuacion es valida si

< 1, es decir, si |z— 1| < 2, que es preci-

samente el dominio . Por tanto,

_ _ _1)\2
flz)=(z— 1)*271 [1 +%+ (z 221) +]
_ _% [(Z_1)-2+%(z— 1) +%+..}
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de donde se deduce que Res(f,1) = —1/4. A la misma respuesta se llega
aplicando la férmula del residuo:

1 d 1 1 1
R NDe —  im& o1~ =—-
es(f, ) (2_ 1)‘ZE>I}dZ(Z ) (Z_ ])Z(Z—3) Zgl} (Z_3)2 4

Finalmente, calculamos el residuo correspondiente al polo simple:

Res(f,3) :li_rg(z—i’))m =1

[J PROBLEMA. Determinar la integral

I= S dz,
v z—1
donde % es el cont descrit 1 i6n |z| =2y f(z) !
onde % es el contorno descrito por la ecuacion |z| = )= ——.
P Y 72(z+1)2
Demostrar que I # 2mif (1) y razonar si este resultado contradice la formula

de Cauchy.

Solucion. Sea g(z) = f(z)/(z— 1), que es una funcién meromoérfica en ¢
con singularidades aisladas en z = 0,1, —1. Calculamos I mediante el teo-
rema de los residuos:

I=2mi) Res

donde los residuos son:

Res(g,0) = limzg(z) = —1

Bl

Res(g, 1) = lim(z — 1)g(2) =

Res(g,—1) = lim e+ 1(2) = 3
Luego I = 0. El resultado es diferente de 2mif (1) = mi/2, valor que ob-
tendriamos si aplicdramos la férmula de Cauchy a f(z). Pero una de las
condiciones para aplicar dicha férmula es que f sea analitica en 4. Como
f evidentemente no lo es, no se puede aplicar la férmula de Cauchy y no
existe, por tanto, contradiccion alguna.

J PROBLEMA. Sea f una funcién analitica en todo C. Hallar la integral

27 )
f(e®)cos*0d0
0
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sabiendo que f(0) =1/my f"(0) =4/nx.

Solucién. Hacemos el cambio de variables z = €%, pasando de una integral
sobre una variable real a una integral en ¢’ a lo largo del contorno € : |z| =
I:

z—i—zl)z dz

M0y 2 '
1= ; f(e”)cos Odez/%f(z)< 5 =

Entonces,

i, : .
I= oy [/%f(z)zdz+/%%§)dz+2/%@dz]

L b 18]

Ahora bien, I; = 0 por el teorema de Cauchy-Goursat. Las otras dos inte-
grales pueden calcularse a partir de la férmula de Cauchy:

.
L= g 17(0) = 4i

I =27if(0) = 2i

Sustituyendo estos valores arriba, encontramos que / = 2.

PROBLEMA. Calcular la siguiente integral mediante el método de los resi-

duos:
 senmx
/ 3 dx.
—oo X7+ X

Solucion. Utilizamos la férmula de Euler para expresar la integral en la
forma
= =) iTx
I:/ senn’xdlem/ ¢ dx
Ceo X34 x X3t x

inz

Sea la funcion
e

B+z

f(2)

que tiene polos simples en 0, i y —i. Elegimos el contorno usual (véase la

figura 6.3):
. . ._p . R
IR
¢ Je J-R % Jp

donde R — oy p — 0. La integral a lo largo del contorno %% se anula por el
lema de Jordan (grado del denominador n = 3, grado del numerador m = 0;
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se cumple n > m+ 1). Calculamos los residuos asociados a los polos que
contribuyen a la integral:

Res(f,0) = 1

1
Res(f,i) = —Ee_”

Entonces:

lim | = —miRes(f,0)=—mi
p—0Je,

/ =2miRes(f,i) = —mie "
@
Finalmente:
J= / fR)dz=—ine " +mi=mi(l—e ")
de donde se tiene que / =ImJ = (1 —e 7).

flay= [ LS

o X2 —2ix —2
donde « es real. Determinar f para ¢ >0y o < 0.

[0 PROBLEMA. Sea

Solucién. La integral puede resolverse por el método de los residuos. Para
ello, escogemos el contorno % que consiste en la semicircunferencia supe-
rior con radio R — o y el eje x:

| s@de= [ s@aet [ gl

donde hemos definido la funcion
eiocz

$0) = a5

La funcién g es de la forma p(z)e'®/q(z), donde el grado del denominador
es 2 y el del numerador, 0. Por tanto, se cumple el lema de Jordan y la
integral a lo largo del contorno %% se anula. La integral a lo largo de & se
determina por el teorema de los residuos.

g(z) es meromorfa con polos simples en z=1+4iy z= —1+1i. Los dos se
sitdan en el semiplano superior. Calculamos sus residuos:
1

Res(f,14i) = lim (z=1—i)f(z) = 5¢ "€

Res(f,—1+i)= lim (z+1—1i)f(z) = el
z——1+i 2
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Por tanto,
fla) =2mi) Res = mie *(e'* —'*) = —21e *senar

para ¢ > 0. Si & < 0, el contorno se cierra por debajo del eje x y, como ahi{
g no posee singularidades, la integral sobre 4 se anula. En consecuencia,
f(a) =0 para o < 0.

[J PROBLEMA. Calcular la transformada de Laplace inversa de la funcién

1
O T

Solucién. F(s)e™ es una funcién meromorfa con un polo simpleen s =2y
un polo doble en s = 1. Calculamos los residuos correspondientes:

5 5—2) — lim(s—2)—— &
Res(Fe'*,s = 2) = lim(s — _
es(Fe,s=2) = lim(s = 2) 5 a1 ~ 9
d e’ te ! et
Res(Fe',s = 1) = lim — - | =2 7
es(Fe,s = 1) =lim = |6+ ) s 12 9

Por tanto, la transformada de Laplace inversa es:

ft)= l[e% —e ' =3t

6.11. Ejercicios

1. Clasificar las singularidades de las funciones propuestas en el ejercicio 2
del capitulo 5 y calcular los residuos cuando sea posible.

2. Demostrar que

/ dz —0

¢ 423 - 222

donde % : |z] =4 y razonar si existe una posible violacién del teorema de
Morera.

3. Calcular las siguientes integrales reales por el método de los residuos:

2% gen? @
———deo
@) 0o 2+cos@

I x2
b) /_w Era@in©
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c

d)

e)

D

0 dx
) /700 x(x2 —3x+2)

" xsenx
—dx
0o x2+16
/ CcOS 2x
x2+1
o n2 x

—d
0 x2+1 o

4. Hallar la forma explicita del desplazamiento de un oscilador arménico amor-
tiguado bajo la accion de la fuerza f(z) = fycos @r. Comparar con las ex-
presiones obtenidas en el capitulo 3 para un circuito RLC.

5. Estudiar las correlaciones (x(¢)x(¢')) resultantes de una fuerza fluctuante
sobre un oscilador arménico amortiguado. Para ello, se pueden seguir los
siguientes pasos:

a)

b)

Considerar que, en promedio, la fuerza se anula, (f(r)) = 0, pero que
debido a que el medio es viscoso y la temperatura T es finita, las fluc-
tuaciones de f no se anulan, (f(7)f(¢')) # 0. Suponer que la trans-
formada de Fourier de las fluctuaciones es constante: (f(®)f(@')) =
V/21kgT . Calcular entonces (x(®)x(®')) y, mediante el método de los
residuos, (x(7)x(t")).

Considerar ahora el desplazamiento cuadrético medio dado por ([x(¢) —
x(0)]?) y demostrar que, en el limite de una particula no ligada (k —
0),

([x(t) —x(0)]?) = 4Dr

donde D = mkgT /7 es el coeficiente de difusion el el medio visco-
0. En su annus mirabilis (1905), Einstein public este resultado ex-
plicando el origen del movimiento browniano como consecuencia de
fuerzas fluctuantes actuando sobre una particula en un medio viscoso.
Experimentalmente, se confirma que el desplazamiento de la particula
crece linealmente con el tiempo de acuerdo a la expresion anterior.

6.12. Nota historica

George Green (1793-1841), de profesién molinero, fue un matemadtico inglés
de formacién autodidacta. Su obra mas importante es una fundamentacién ma-
tematica de la teoria cldsica de la electricidad y el magnetismo, en donde introdu-
jo por primera vez el concepto de funcién potencial, una idea muy fructifera en
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fisica. Debido a su lejania de los circulos académicos, el valor de sus trabajos no
se reconoci6 hasta varios afios después de su muerte.



Mapeos

ABIAMOS AVANZADO en el capitulo 2 que es muy dificil visualizar una fun-
H cién compleja arbitraria f(z), a diferencia de lo que ocurre con funciones
reales de una variable. La forma mas eficaz de estudiar las propiedades de f(z) se
basa en interpretar geométricamente la aplicacion f : C — C, investigando como
se transforman dominios del plano z : (x,y) al plano w : (u,v), donde recuérdese
que u y v son funciones de las variables x e y:

w= f(z) = u(x,y) +iv(x,y)

Por tanto, f(z) mapea un punto (x,y) del espacio de nimeros complejos z a un
punto (u,v) del espacio de funciones u y v (ver figura 7.1). Tales mapeos, transfor-
maciones o aplicaciones no son sélo una herramienta puramente formal sino que
tienen aplicaciones pricticas desde el punto de vista de la fisica. Demostraremos
en este capitulo que la aplicacién mds llamativa consiste en resolver la ecuacion
de Laplace en dominios no triviales.

7.1. Mapeo conforme

Definicion. Un mapeo w = f(z) se dice que es conforme en z = z si f es analitica
y f'(z0) # 0. De forma equivalente, w es conforme en todos los puntos de un
dominio ¥ si f es analitica y biyectiva en Z.

Los mapeos conformes tienen aplicaciones bdsicas en problemas de valores
en la frontera (flujos, campos, etc.).

La importancia de los mapeos conformes proviene del hecho de que preservan
los dngulos entre curvas en magnitud y sentido. Sin embargo, no toda transforma-
cién que preserve angulos es conforme. Por ejemplo, w = z* no es conforme ya
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y=Imz v=Imf

=

o

x=Rez u=Ref

Figura 7.1: Mapeo general entre dos dominios arbitrarios de los planos z y w.

que no es analitica en ningtin punto. Sin embargo, w describe una reflexion sobre
el eje real y preserva dngulos.

(Existe siempre un mapeo conforme que transforme un dominio dado ¥ en
otro cualquiera 2'? La respuesta la da uno de los teoremas mas profundos, por su
generalidad, del andlisis de funciones complejas:

Teorema de Riemann. Sea & un dominio simplemente conexo excluyendo el
caso en que 9 sea todo el plano C. Entonces, existe un mapeo conforme y univoco
w = f(z) de Z al circulo |w| < 1 del plano w.

Lo relevante de este teorema es comprender que nos garantiza la existencia
de cualquier transformacion, pues se sigue que si existe un mapeo f(z) de &
al circulo unidad, entonces el mismo teorema nos garantiza la existencia de un
mapeo g(z) de 2’ al mismo circulo. En consecuencia, los dominios 2y &’ quedan
conectados por la transformacién w = f(g~'(z)).

Por ejemplo, por el teorema de Riemann sabemos que debe existir algin ma-
peo que transforme la silueta de la peninsula ibérica en la de la isla de Mallorca
(véase la figura 7.2), aunque dicho teorema sélo nos garantiza la existencia y no
nos proporciona ningtin método para calcular el mapeo. Existe, no obstante, una
herramienta denominada férmula de Schwarz-Christoffel con la que se puede
construir el mapeo conforme del semiplano superior a una regién poligonal ar-
bitraria. En este capitulo vamos a ser menos ambiciosos y estudiaremos mapeos
entre regiones con formas geométricas simples.

7.2. Transformaciones lineales

Sea la transformacion
w=Az+B
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Figura 7.2: Ilustracién del teorema de Riemann.

donde A,B € C son constantes. Obviamente, w es conforme. Definimos s(z) =
Az. Entonces, podemos expresar w como la transformacién compuesta w(s(z)) =
s(z) + B. Este tipo de razomientos analiticos serdn muy dtiles a lo largo del capitu-
lo.

Estudiemos ahora c6mo actda s(z) pasando A y z a coordenadas polares:

s=A-z=ae"? - re® = are!9*9)

Se deduce de la expresion anterior que s toma un punto del plano z, lo rota un
angulo ¢ alrededor del origen y, a continuacién, dilata o contrae su distancia al
origen dependiendo de sia >1o0a < 1.

Investiguemos ahora w(s) = s+ B. Esta transformacién toma un punto del
plano s y le produce una traslacién ya que en coordenadas cartesianas podemos
escribir B=b; +ib, y s = 0} + i0, de tal forma que w = (0} + b;) +i(02 + b2),
es decir, el punto (07, 07) se transforma en el punto (G} + by, 02 + by).

En resumen, toda transformacién lineal puede descomponerse en las siguien-
tes transformaciones elementales: dilatacion, rotacion y traslacion.

> EJEMPLO. Sea w = f(z) = i(z+2). Hallar el dominio ¢’ transformado a
partir de 7 : {x > 0}.

Se nos pide hallar 2’ tal que w: 2 — 2’ donde ¥ es el semiplano dere-
cho. Descomponemos w introduciendo la transformacién s = g(z) = iz. En

coordenadas polares escribimos z = re'®:

g = em/2r619 _ rel(9+7r/2)

que describe una rotacién de +7/2 alrededor del origen (en sentido antiho-
rario), conservando el médulo. En consecuencia, & pasa a ser el semiplano
superior. Finalmente, w = s+ 2i traslada el semiplano superior dos unidades
hacia arriba, por lo que, en el plano w, %’ toma la forma 2’ : {v > 2} (ver
figura 7.3).
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y=2

x=0

Figura 7.3: Transformacion lineal.

7.3. Reflexion e inversion

Ya vimos en el capitulo 1 que la transformacion w = f(z) = z* describia una
reflexion. Efectivamente, en coordenadas polares podemos escribir

w=re ?

que conserva el médulo y transforma el argumento de z de 6 a —6.
La inversion se logra mediante el mapeo w = f(z) = 1/z, ya que

1 .
_:rle i
4

w =

En el parrafo anterior hemos visto que la transformacién 6 — —6 consiste en
hacer reflejar un punto sobre el eje real. Si r > 1, los puntos del plano (x,y) que
estén fuera del circulo de radio sufrirdn una contraccién y pasardn a encontrarse,
en el plano (u,v), en el interior del circulo del radio unidad. Al revés, si r < 1, los
puntos que se sitden dentro del circulo pasan a estar fuera de él.

7.4. Transformaciones bilineales

Generalizando las transformaciones anteriores, se pueden considerar los ma-

peos de la forma
_az+b

w=f) = cz+d
que reciben el nombre de transformaciones bilineales, homografias o trans-
formaciones de Mobius. En la ecuacidn anterior, a,b,c,d € C son constantes
que satisfacen la condicion ad — bc # 0 para que exista la transformacion inversa

wl(z2).
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Reescribimos w en la forma
1 acz+ ad + bc — ad

c cz+d
a bc—ad 1
c

w =

c cz+d
——
S
a bc—ad 1
-4 = 7 -
c c s
~
t
_a tbc—ad
¢ c

De esta expresion se infiere que, primero, s describe una transformacién lineal;
después, ¢ produce una inversion; y, finalmente, w realiza una transformacién li-
neal mas.

—1
> EJEMPLO. Seaw = ZT Hallar el mapeo del dominio 7 : {z=x+1iy|y>
Z+i
0}.
Estudiemos primero cémo se transforma el eje x:

x—1i
=x+0=—=w=——=u+iv
xX+1

|x — i B
|x + i

= lu+iv| =

Asi pues, se deduce que u”> +v? = 1, que es la circunferencia de radio unidad
en el plano w.

En cuanto al resto de puntos, sabemos que |z —i| < |z+i| paray > 0 ya
que |z —i| mide la distancia de (x,y) a (0,1) y |z+| la de (x,y) a (0,—1).
Entonces, D se mapea en el plano w a &' : {u?> +v*> < 1}, que corresponde
el circulo de radio unidad.

El ejemplo anterior ilustra la siguiente afirmacién: Las transformaciones bi-
lineales mapean rectas y circunferencias en rectas o circunferencias, indistinta-
mente.

> EJEMPLO.

= Seaw = :—Z Hallar el mapeo del semiplano superior & : {Imz > 0}.
i+z

Expresamos w en la forma sugerida arriba:
i—z —z—i+2i 2i
= - == - = —] —|— —
[+2 [+2 Z+1

w
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Definimos las siguientes transformaciones parciales:

T(z) =z+1i
J(2)=1/z
Z(z) =2iz

T(z) =—14z

w puede expresarse en funcion de las transformaciones anteriores como si-
gue.

w=1(L(S(7(2))))

En consecuencia, & sufre las siguientes transformaciones: (i) una trasla-
cién .7 hacia arriba de valor +i; (ii) una inversién . que mapea la region
{Imz > 1} en el circulo |z+i/2| < 1/2; (iii) una rotacion de dngulo +7/2
alrededor del origen seguida de una dilatacién (duplicacion del médulo)
dada por .Z y que nos lleva al dominio |z— 1| < 1; y (iv) una traslacién t
hacia la izquierda de valor —1. En definitiva, el mapeo conduce al dominio
transformado 2’ : {|w| < 1}.

De las transformaciones anteriores la menos obvia es la inversién .#(z) =
1/z del dominio {Imz > 1}. Vemos cémo se transforma la frontera del do-
minio, Imz = 1:

1 1 X 4 —1
—_ = == l
7z x+i-1 x2+1 x241
e~ ——
u v

donde hemos escrito .# = u+ iv. Invirtiendo las expresiones anteriores, en-
contramos que

1%

= 1l= W+ V+v=0
u? +1?

1\* 1
2
f— — ——:O
u+<v—|—2> 1

La dltima ecuacién corresponde a la circunferencia de radio 1/2 y centrada
en (0,1/2). Los puntos por encima de Imz = 1 se mapean al interior de esta
circunferencia, tal y como como habiamos afirmado antes. La transforma-
cién completa se presenta en la figura 7.4

7.5. Potencias y raices

Si la transformacion contiene potencias o raices, es preferible, como ya sabe-
mos, trabajar en la representacion polar. Veamos un par de ejemplos.
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_

...~

y v

/ r=1

ey
X ///// _ u

.

|_\

Figura 7.4: Transformacion bilineal.

Z???%////////

//////////////// 7// //

0= o=-1 u

Figura 7.5: Transformacién z2.

> EJEMPLO. Sea w = z2. Hallar el mapeo del primer cuadrante del plano z, es
decir, 7 : {z=x+iy| x>0,y > 0}.

En coordenadas polares, z = re’® y la transformacién toma la forma

W= r26219

Escribimos w en coordenadas polares: w = pe?. Entonces, identificando
término a término en la ecuacién anterior, deducimos que p = >y ¢ = 26,
por lo que w produce una dilatacién y una duplicacién del angulo. Dado
que el primer cuadrante corresponde a los valores r >0y 0 < 0 < /2, el
dominio transformado representa el semiplano superior: & : {w = u+iv |
v>0}yaquep>0y0<¢ <m (ver figura 7.5).

En general, la transformacion z* con n > 2 implica una dilatacién y un aumen-
to del dngulo. En cuanto a las curvas en el plano, es preferible utilizar coordena-
das cartesianas. En el ejemplo anterior, la transformacion pasa a ser w = f(x,y) =
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/////////////////

ay .
% —

////

u

Figura 7.6: Transformacién z'/2.

x% —y? —2ixy, de donde u = x> —y? y v = —2xy. Luego w transforma hipérbolas
del plano (x,y) en rectas del plano (u,v).

> EJEMPLO. Sea w = z'/2. Hallar el mapeo del primer cuadrante del plano z.

La transformacién es bivaluada, de ahi que nos restrinjamos a la raiz prin-
cipal, que, en coordenadas polares, toma la forma:

w=/re'%?

De la misma forma que en el ejemplo anterior, escribimos w = pe’ e identi-
ficamos p = /ry ¢ = 6/2. En consecuencia, 7 : {z=x+iy|x >0,y >0}
pasa a ser el primer octante en el plano (u,v), Z': {w =pe’ | p > 0,0 <
¢ < m/4}, tal y como se muestra en la figura 7.6.

De forma general, w = z!/” produce una contraccién del médulo y una reduc-
cion del argumento de z.

7.6. Funcion exponencial

Sea '
w=f(z) = =e"e”

Puesto que la funcién exponencial es periddica, este mapeo es conforme en un
periodo en el que no se repita dos veces el mismo valor de e*; por ejemplo, 0 <
Imz < 27.

En coordenadas polares escribimos w = pe?. Luego un dominio general 2 :
{z=x+iy} del plano z se transforma en el dominio 2’ : {w = pe'® | p = ¢*, ¢ =y}
del plano w. Estas expresiones implican que una recta vertical en el plano z, x = c,
donde ¢ es una constante, se mapea en una curva del plano w descrita por las
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ecuaciones p = e = const. y ¢ =y. Reconocemos en estas ecuaciones la férmula
de una circunferencia, ya que el radio es constante y el dngulo ¢ es variable. Por
lo tanto, la transformacion exponencial mapea segmentos de rectas verticales en
arcos de circunferencia.

Considérese ahora una recta horizontal, y = c. Se deduce inmediatamente que,
en el plano w, p = ¢* es una variable y ¢ = ¢ es una constante. Estas ecuaciones
equivalen a un rayo que comienza en p = 0y acaba en p = oo. La transformacion
exponencial mapea segmentos de rectas horizontales en rayos.

Combinando los resultados de los parrafos anteriores, se infiere que un domi-
nio rectangular en el plano z se mapea a un sector circular en el plano w.

7.7. Funcion logaritmica

Sea
w=f(z) =Inz=In|z| +i6

donde se ha utilizado la forma polar z = |z|e’®. Escribiendo w en la forma w =
u-+iv, observamos que u = In|z| y v = 6. Tomemos el semiplano superior, que, en
coordenadas polares, se expresa como 7 : {z = re'® |r>0,0<6 <r}. Entonces,
w transforma & en laregion 2’ : {w =u+iv|u=Inr >0,0<v=0 <x}, que
corresponde a una banda en el plano w. Igualmente, un rayo 6 = const. del plano
z se mapea a una recta horizontal v = const. del plano w. M4s adelante veremos
un ejemplo practico.

7.8. Funciones trigonométricas

Sea
w = f(z) = senz = senxcoshy+ icosxsenhy

De la definicién de mapeo conforme se deduce que senz es conforme en todos los
puntos que satisfagan cosz # 0.
Hacemos la descomposicion w = u + iv, de donde se derivan las expresiones

u = senxcoshy

v =-cosxsenhy

Veamos c6mo se transforman las rectas verticales & : {x = ¢} siendo ¢ una cons-
tante:

u
= coshy
senc
1
=senhy

COosc
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Sabemos que cosh?y —senh®y = 1, asi que el dominio transformado es

. 2 2 »
" |sen?c¢c cosZc

que corresponde a hipérbolas con focos en w = +1.
De igual forma, rectas horizontales en el plano z, 7 : {y = c}, se transforman
en elipses en el plano w:

2 2
@’:{ M2 + v2 :1}
cosh“c senh“c
con focos en w = =+1.

> EJEMPLO. Hallar el mapeo de 7 : {z=x+iy| —n/2 <x<m/2,y > 0}
bajo la transformacién w = senz.

Determinamos cémo se transforman las semirrectas y el segmento de recta
que forman la frontera de Z:

e Semirrecta {x = —7m/2,y > 0}:
w = —sen(m/2)coshy+icos(m/2)senhy = —coshy

Como y > 0, tenemos que 1 < coshy < e. De ahi que se obtenga en
el plano w la semirrecta {u < —1,v=0}.

e Semirrecta {x =m/2,y > 0}:
Siguiendo el razonamiento anterior, w = coshy. Luego la semirrecta
se transforma en la semirrecta del plano w dada por {u > 1,v = 0}.

e Segmento {—7m/2<x<m/2,y=0}:
En este caso, la transformacion se reduce a w = senx. Puesto que

—7m/2 < x < m/2, se obtienen en el plano w las ecuaciones {—1 <
u < 1,v =0}, que representan un segmento horizontal en el plano w.

Combinando los resultados anteriores, se infiere que la frontera de & se
mapea al eje u en el plano w. Asi pues, &’ serd o bien el semiplano supe-
rior o bien el semiplano inferior. Para discernir entre las dos posibilidades,
tomemos un punto arbitrario dentro de Z y veamos cémo se transforma.
Sustituyendo {x =0,y > 0}, el mapeo toma la forma w = isenhy, de don-
de se sigue que v > 0 pues y > 0. Por tanto, 2’ es el semiplano superior,
2" : {Imw > 0}, tal y como se muestra en la figura 7.7.

Las transformaciones asociadas a otras funciones trigonométricas y a las fun-
ciones hiperbdlicas se deducen de las propiedades de w = senz. Veamos un ejem-
plo.
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Figura 7.7: Transformacion sen z.

> EJEMPLO. Estudiar de forma general las propiedades de la transformacién
w = coshz basdndose en las de w = senz.

Nuestro objetivo es expresar coshz en términos de la funcién seno. Utiliza-
mos las expresiones del capitulo 3:

. . T
w = coshz = cosiz = sen zz—l—E

Definimos la traslacion ¢(z) = z+ 7/2, la rotacién r(z) = iz y la transfor-
macion seno s(z) = senz. Entonces,

w=s(t(r(z)))

es decir, un dominio dado sufre, por este orden, una rotacién de +7 /2 al-
rededor del origen, después una traslacién de +7/2 y finalmente una trans-
formacion tipo seno.

7.9. Mas sobre campos y fluidos

Entre las aplicaciones numerosas que ofrece el mapeo conforme, sobresale la
posibilidad de resolver la ecuacién de Laplace en dos dimensiones. Ya habiamos
avanzado en la seccién 2.8 que esta ecuacién aparece frecuentemente en varias
areas de la fisica: conduccién de calor, electrostdtica, gravitacién y mecdnica de
fluidos. En problemas relacionados con estos capitulos, surge la necesidad de re-
solver la ecuacién

O+ Py =0

donde ¢ es una funcién arménica que puede representar la temperatura estacio-
naria de una placa, el potencial electrostitico o gravitatorio o la velocidad de un
fluido ideal.
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El método que vamos a exponer ahora es mucho mds sencillo que resolver
la ecuacién en derivadas parciales. La tnica restriccién es que su validez que-
da acotada a problemas en dos dimensiones o a problemas en tres dimensiones
con simetria cilindrica. También puede aplicarse como primera aproximacién a
problemas tridimensionales en los que la variacién de ¢ a lo largo de la tercera
componente espacial puede despreciarse frente a las variaciones en el plano.

Teorema. Sea w = f(x,y) = u(x,y) +iv(x,y) una funcién analitica que mapea 9
a 9'. Si ®(u,v) es una funcion arménica en 9', entonces

P (x,y) = Plu(x,y),v(x,y)]
es armonica en 9.

Demostracion. El teorema se puede probar calculando ¢ + ¢,, en términos de
D, y Y, y aplicando, a continuacién, las ecuaciones de Cauchy-Riemann. Sin
embargo, es mds rapido para dominios simplemente conexos emplear el siguiente
razonamiento:

Por hipétesis, ®(u,v) es arménica y podemos encontrar su arménica conjuga-
da W(u,v) tal que la funcién

gw) =®(u,v) +i¥(u,v)

es analitica en 2’. Como f también lo es, Q = g(f(z)) es analitica por ser com-
posicién de dos funciones analiticas. De ahi que

¢ =ReQ = Plu(x,y),v(x,y)]
es armonica en 9. O

Al ser ¢(x,y) armonica, existird su arménica conjugada y(x,y) pues Q =
¢ + iy es analitica. y(x,y) representa las lineas de fuerza o de flujo o de nivel,
y son perpendiculares a ¢ = const., que se denominan curvas equipotenciales (o
isotermas en problemas de conduccion de calor).

La resolucién de la ecuacién de Laplace debe cumplir condiciones de valores
en la frontera de &. Si se especifica el valor de la funcidn a lo largo del contorno,
entonces el problema recibe el nombre de Dirichlet mientras que si lo que se
especifica es la derivada de la funcidn, se dice que el problema es de Neumann.
El siguiente teorema fija cémo se transforman las condiciones de contorno:

Teorema. Sea w = f(x,y) = u(x,y) + iv(x,y) un mapeo conforme sobre un con-
torno suave €y sea & la imagen de € bajo w. Si a lo largo de ¥ (u,v) se

satisface o bien ® = Py € R 0 bien — = 0 (derivada en la direccion perpendi-

n
cular a ') a lo largo de ', entonces ¢ (x,y) = ®lu(x,y),v(x,y)] satisface, de
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d
Jorma correspondiente, o bien ¢ = ¢p € R 0 bien d_¢ =0 (derivada en la direccion
n

perpendicular a €) a lo largo de % .

Demostracion. El problema de Dirichlet se deduce inmediatamente del primer
teorema. ! U

Ya tenemos todos los ingredientes necesarios para resolver la ecuacién de
Laplace en dos dimensiones mediante mapeos conformes. Enumeramos las etapas
que constituyen el procedimiento a seguir:

1.

4.

Hallar un mapeo conforme w = f(x,y) = u(x,y) +iv(x,y) que sea conve-
niente para pasar de un dominio complicado Z a uno, més simple, 2.

Transformar las condiciones de contorno de & a 2.

. Resolver el problema (més sencillo) de condiciones de contorno en &', es

decir, determinar ®(u,v).

Sustituir u(x,y) y v(x,y) en ®(u,v) y, de este modo, encontrar ¢(x,y).

El paso 1 tiene que ver con los mapeos que hemos estado estudiando a lo largo
del capitulo. El paso 2 es el tltimo teorema que hemos visto mientras que el paso
4 es una mera sustitucion. Ilustremos el paso 3 con un ejemplo.

> EJEMPLO. Sea 2’ : {0 <Imw < 7} un dominio en el plano (u,v) donde ®

toma los valores ® =0enel eje u (v=0)y & =1 en larecta v = 7. Hallar
la funcién arménica @ en todo el dominio.

Normalmente, 2’ es un dominio sencillo, como el propuesto en este ejem-
plo, donde resolver la ecuacién de Laplace es una tarea casi inmediata. Esta
es la ventaja del método basado en mapeos conformes. En este caso, des-
conocemos la transformacién, y sélo nos piden hallar la funcién armdnica
® en Z'. Nétese que las condiciones de contorno son independientes de
u, de modo que es razonable plantear de la hipdtesis de que P es inde-
pendiente de u en todo el dominio Z’. Por tanto, la ecuacién de Laplace,
b, + P, = 0 toma la forma sencilla ®,, = 0 que tiene, como solucién
general, @ = Av+ B siendo A y B son constantes que se determinan impo-
niendo las condiciones de contorno:

®(u,y=0)=0=4-0+B=0=B=0

1
d)(u,v:n):1:>A-7r+B:A-7r:1=>A:%

! Para la demostracién concerniente al problema de Neumann, véase Variable compleja y sus
aplicaciones, J. W. Brown y R. V. Churchill, ed. McGraw Hill, cap. 9.
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En consecuencia, la funcion que buscamos es ®(u,v) = v/, que es arméni-
cay satisface las condiciones de contorno. ;Existe alguna otra funcién que
cumpla estas condiciones en 2'? Afortunadamente, no. La solucidn, si exis-
te, es Unica. Asi pues, la solucién encontrada es la tnica posible.

En los ejemplos de esta seccién tomaremos ¢, para concretar, como la repre-
sentacién del potencial eléctrico (aunque las soluciones son igualmente vélidas
a problemas equivalentes de termostdtica o hidrostatica). Se sabe que el campo
eléctrico viene dado por E= —V¢. Por otro lado, la primera ley de Maxwell es-
tablece que V- E = p/€o, donde p es la densidad de carga y & es la constante
dieléctrica. Calculando la divergencia de esta ecuacion y usando la definicién de
¢ obtenemos V>¢ = 0 en el caso en que no existan cargas libres (p = 0). La ecua-
cién de Laplace resultante también es ttil en situaciones en las que no existan
cargas libres pero si conductores, pues siempre se puede asociar una superficie
equipotencial a cada uno de ellos.

> EJEMPLO. Dos placas semiinfinitas y de espesor despreciable se unen en
el punto (x = 1,y = 0) por medio de un material aislante de anchura cero.
Se aplica a las placas el siguiente potencial: ¢(x,y =0)=1six <1y
¢(x,y =0) = —1 si x > 1. Hallar ¢(x,y) en la regién y > 0 y esbozar las
curvas equipotenciales y las lineas de campo.

Nétese la siguiente simetrfa del problema: si z = x + iy = re'®, entonces el
problema no depende de r puesto que ¢ es distinto sélo si variamos 0 de 0
a . Sin embargo, el origen estd «desplazado» una unidad a la derecha. La
transformacién que traslada & una unidad a la izquierda viene dada por el
mapeo lineal
w=f(z)=z-1

que es conforme ya que f'(z) =1 #0. Este es el paso 1 (encontrar un mapeo
adecuado).

El paso 2 del método consiste en mapear las condiciones de contorno:
Pu<0)=1 P(u>0)=-1

De forma equivalente, en cooordenadas polares (w = pe'?) estas condicio-
nes se expresan asi:

P(p,p=m) =1 P(p,p=0)=-1

En el tercer paso hemos de hallar una funcién arménica ® en 2’ que cumpla
las anteriores condiciones de contorno. En coordenadas polares la ecuacién
de Laplace toma la forma

Dpp+p ' Pp+p Py =0
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Como @ sélo depende de @, la ecuacién que debemos resolver es sencilla:
Dyp = 0, que tiene como solucion ® = A@ + B, siendo A y B constantes
por determinar:

Pp,r)=1=A-n+B=1
®(p,0)=—1=A-0+B=—1

La solucién al sistema de ecuaciones anterior es A =2/wy B= —1, de

modo que
2

) 2 1 Arg(w) — 1
=—0—1=—Arg(w)—

n(p x e
Como w = z— 1, podemos sustituir inmediatamente para hallar ¢ (x,y):
arctg (25) — 1 six>1
[m4arctg ()] -1 six<1

¢(x,y):%Arg(z—1)—1={

EILSRE NN

y asi completar el paso 4.
Recordemos del capitulo 3 que la arménica conjugada de Arg(z) es In|z]
para que la funcion Inz sea analitica. Por tanto, ¢ = Re 2 donde

Q%) = —%111(2—1)—1

es una funcién analitica. La funcién armodnica conjugada de ¢ es, pues,
v =ImQ:

w(x,y>=—§1n[ (x_1)2+y2]

Las curvas equipotenciales se derivan de la condicion ¢ = const., es decir,
Arg(z— 1) =const., lo cual implica que las curvas equipotenciales son rayos
surgiendo del punto z = 1. En cuanto a las lineas de campo, y = const., se
deduce que

(x—1)%2 4 y% = const.

que es la ecuacion que describe circunferencias de radio variable centradas
en (1,0).

> EJEMPLO. Hallar el potencial ¢(x,y) en el primer cuadrante del plano don-
de los semiejes x > 0 e y > 0 forman dos planos conductores mantenidos a
potencial ¢ = —1y ¢ = 1, respectivamente.

Observamos que si el problema planteado tiene las mismas condiciones de
contorno que el ejemplo anterior, pero el dominio, esta vez, es el primer
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cuadrante en lugar del semiplano superior. Por tanto, buscamos una trans-
formacién conforme que nos lleve de un dominio al otro para sacar prove-
cho de la solucién que ya conocemos. Este mapeo viene dado por

w=f(z) =22 =x>—y*+i 2xy
S~ =~

u v

que, como vimos mds arriba, abre «en abanico» el primer cuadrante y lo
transforma en el semiplano superior 2. Del ejemplo anterior sabemos que
la solucién en 2’ es

P(u,v) = %Arg(w) -1

En general, dado que w = u + iv, tenemos que

Arg(w) arctg . siu>0
rg(w) =
s m+arctg, siu<0

Sustituimos ahora w por z2. Debido a que u = x> —y?, la condicién u > 0
equivale a x > y mientras que # < 0 equivale a x < y. En consecuencia, la
solucién definitiva es

arctg%—l six>y

(7T + arctg x332

o(x,y) =

Q0 Qe

>—1 six <y

A menudo no es posible encontrar un mapeo sencillo y es preferible recurrir a
las tablas.’

> EJEMPLO. Considerar el cable coaxial formado por un conductor exterior
en forma de circunferencia de radio 2 y potencial ¢ = 1 y un conductor
interior circular de radio 1y potencial ¢ = —1. Hallar ¢ en la corona circular
que limitan los dos conductores y esbozar las superficies equipotenciales y
las lineas de campo.

Revisando las tablas, encontramos que un mapeo conveniente es

w=f(z) =Ilnz=Inv/x>+y*+iArg(z)
u v

que mapea la corona circular Z en la banda vertical 2’ : {0 < u < In2}
(véase la figura 7.8) El contorno interior de la corona se transforma en la

2 Véase, por ejemplo, Variable compleja y sus aplicaciones, J. W. Brown y R. V. Churchill, ed.
McGraw Hill, apéndice 2.
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=-1

Figura 7.8: Transformacion Inz.

recta u = 0 mientras que el exterior se transforma en la recta u = In2. Por
tanto, las condiciones de contorno en el plano w son:

P(u=0,v)=—1
Pu=In2,v)=1

Como @ no depende de v en la frontera, probamos con la funcién ® =
Au+ B, que es arménica en 2. Hallamos las constantes:

D(0,v) = —1=>A-0+B=—1
d(In2,v) =1=A-In2+B=—

—_—

La solucién es A =2In2 y B = —1. Luego la funcién buscada en %’ es

2
P(u,v) = L 1

Entonces, usando la transformacion anterior obtenemos

¢(x,y) = 2 1 Var+yr—1
In2
Las superficies equipotenciales se infieren de la condicién ¢ = const., de
donde x2 + y2 = const., es decir, son circunferencias centradas en el origen,
como cabria esperar. En cuanto a las lineas de campo, primero hemos de
hallar la funcién arménica conjugada:

2 2 y
Q(Z) = mlnz— ] = W(X,y) = marctg;

Imponiendo Y = const., encontramos y = (const.) - x, esto es, semirrectas
que parten del origen. También de forma natural vemos que el campo resul-
tante es radial.
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Figura 7.9: Transformacién arcsen z.

Para finalizar, veamos un ejemplo con condiciones de contorno de Neumann.

> EJEMPLO. Sean dos placas conductoras semiinfinitas con los siguientes po-
tenciales: ¢(x < 1) =1y ¢(x > 1) = —1. En el espacio comprendido entre
x=—1yx=1 secoloca un material perfectamente aislante. Hallar ¢ (x,y)
en el semiplano superior.

Este ejemplo complementa el que resolvimos en la pdgina 174 donde se des-
preciaba el tamafio de la placa aislante. Ahora lo tenemos en cuenta obser-
vando que la derivada de ¢ en la regién aislante debe anularse: d¢/dn =0
para —1 < x < 1 (en este caso, n es la direccién perpendicular al eje x; lue-
g0 d¢/dy = 0 para y = 0). Tenemos, por tanto, condiciones de contorno de
Neumann en el intervalo —1 < x < 1 y de Dirichlet en el resto de la frontera.

Transformamos el dominio en uno m4s conveniente. Escogemos el mapeo
w = arcsen z, mostrado en la figura 7.9, que transforma el semiplano supe-
rior en la banda semiinfinita ' : {—n/2 <u < m/2,v < 0}. Las condicio-
nes de contorno son ®(u = Fr/2) = +1y d®/dv =0 parav=0. En ¥’
la funcién @ no debe depender de v: ®(u,v) = Au+ B. Las condiciones de
contorno dan como resultado

P(—m/2,v)=1=A-(—n/2)+B=1
o(n/2,v)=—1=A-(n/2)+B=—1
de donde deducimos que A = —2/m y B = 0. Por tanto, la funcién

2
D(u,v) = — Y

es armoénica en 2’ y satisface las condiciones de contorno del problema (las
de Dirichlet y la de Neumann).
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Para hallar ¢ (x,y) observamos que
w = arcsenz = sen(u+iv) = x+iy
de donde se tiene que

x = senucoshv

y = cosusenhv

Eliminamos v elevando al cuadrado ambas ecuaciones y restando:

2 2
X y 1

sen?u  cosu

Sea 1 = sen” u. Entonces, obtenemos la ecuacién cuadratica
=N +yY+1)+x =0

de donde

1
n=3 [x2+y2+1:|:\/(x2+y2+1)2—4x2]

De los dos posibles signos, escogemos el signo — puesto que para y = 0 nos
dan =0y, por tanto, d¢ /dy = 0. Podemos reescribir la expresién anterior

como )
- <¢<x+1>2+y2—¢<x—1>2+y2> :

=sen-u
2

Luego la solucion final es:

V1243 — /(= 1)2 42
2

X,y) = ——arcsen
o(x,y) p

7.10. Aplicacion: Fractales

Una aproximacion distinta al andlisis del comportamiento de funciones com-
plejas basado en las propiedades de mapeo entre dominios del plano C con-
siste en considerar f(z) como una iteraciéon o secuencia de puntos dada por
20,21 = f(20),22 = f(z1),... y estudiar si la secuencia {z }, que traza una érbita
en el plano, es convergente o divergente.

Para marcar la frontera entre una iteracién convergente y una divergente hace
falta estudiar los puntos fijos y los puntos de atraccion de f(z). Se dice que zg es
un punto fijo de f si f(z9) = zo. Para este tipo de puntos la iteracién es trivial:
20,20, - - - Por otro lado, zg recibe el nombre de punto de atraccion (o punto fijo
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asintGticamente estable) de f si |f'(z0)| < 1. Se puede demostrar que si zp es un
punto de atraccién de f, entonces existe una region alrededor de zg tal que todas
las iteraciones {z; } acaban, en el limite k — oo, en el punto zy. Esta terminologia
se utiliza frecuentemente en el estudio de sistemas dindmicos. Por ejemplo, si
tenemos una particula cldsica confinada por un potencial V (x) = x? y utilizamos
la variable temporal como indice de la secuencia, es evidente que el inico punto
fijo es x = 0 y, ademds, es punto de atraccion en el caso que el amortiguamiento
sea muy intenso.
Considérese el mapeo

fz) =2"+c¢

donde ¢ € C. Habiamos visto en este capitulo que el caso ¢ = 0 corresponde a
una transformacién que mapea cuadrantes en semiplanos. Ahora vamos a anali-
zarlo desde el punto de vista de las iteraciones. Si partimos de un punto zg en el
interior del circulo unidad, entonces la secuencia generada converge al origen y
estd, por tanto, acotada. Si |zg| > 1, la iteracién rdpidamente diverge. Por tanto,
podemos dividir el plano C en dos regiones dependiendo del comportamiento de
f(z) bajo iteraciones. Esto parece razonable, pues el mapeo no tiene una forma
particularmente complicada.

Sin embargo, ahora vienen las sorpresas. Si suponemos que ¢ # 0 y varia-
mos c registrando las regiones del plano en las que la iteracion esté acotada, nos
encontramos diagramas de una complejidad extraordinaria, que hubieran sido im-
pensables a priori viendo la forma inocente que tiene f(z). La frontera entre las
regiones de convergencia y divergencia se denomina conjunto de Julia. Asi, el
conjunto de Julia para ¢ = 0 es simplemente la circunferencia de radio unidad.
Pero véase ahora en la figura 7.10 el conjunto de Julia para ¢ = —1,25. Este tipo
de diagramas se obtienen con la ayuda del ordenador, discretizando una zona del
plano en cuadrados o «pixeles» muy pequefos y asignando un color (negro o blan-
co) dependiendo de si la iteracion generada por el punto inicial correspondiente al
centro del cuadrado es convergente o divergente®. Obviamente, con un ordenador
no se puede demostrar si una serie diverge. De ahi que se establezca una cota L
de tal manera que si para algtin punto de la iteracién se cumple |z;| > L, entonces
se supone que dicha iteracién diverge. Para el mapeo que estamos considerando
se puede demostrar que es suficiente tomar L = 2. Asimismo, hay que tener en
cuenta que el nimero de iteraciones que puede generar un ordenador es finito.
Por eso, también colorearemos un cuadrado de negro si se ha alcanzado el limi-
te miximo de iteraciones y la secuencia no ha superado la cota L (aunque nadie
nos garantiza que esto no vaya a suceder si seguimos iterando; pero, como prime-

3 El método se puede sofisticar y asignar distintos colores con diferentes intensidades en funcién
del nimero de iteraciones que se han necesitado para alcanzar la cota o basdndose en algtin otro
criterio. Asi, se pueden llegar a generar fractales de gran belleza.
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Figura 7.10: Conjunto de Julia correspondiente al mapeo f(z) = z> + 1,25.

ra aproximacion, la suposicion es vdlida). El algoritmo toma la siguiente forma
cuando se escribe en seudocddigo:

xmin,xmax,ymin,ymax : definen la regidén discretizada

xint,yint : intervalo de discretizacién

itmax : nimero maximo de iteraciones
d : s8i d=true, la serie diverge

start

asignar c
para x= xmin hasta xmax en intervalos de xint hacer
para x= ymin hasta ymax en intervalos de yint hacer
definir z = (x,y)
d = false
i=1
mientras i <= itmax hacer
W = z*z + C
si médulo de w > 2 entonces
u = true
salir de mientras
si no
i=1i+1
zZ =W
si u=false pintar el pixel de negro
si u=true pintar el pixel de blanco
end

El lector puede intentar generar por si mismo distintos conjuntos de Julia va-
riando el pardmetro ¢ y observara la complejidad de algunos de ellos*. Por ejem-
plo, algunos presentan autosimilaridad, es decir, presentan una estructura fina que,

4 Para algunos valores de ¢ se obtienen conjuntos desconexos. El conjunto de Mandelbrot es
un diagrama en el plano ¢ que describe qué conjuntos de Julia son conexos y cudles no.
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cuando es magnificada, resulta ser igual o parecida a la estructura grande. Como
este efecto sigue ocurriendo a escalas arbitrariamente pequefas, parece que cier-
tos conjuntos forman un complejo infinito de superficies. Esto lleva a pensar que,
aunque se representen en un plano, la dimensidn efectiva de estos objetos dista de
ser igual a 2. Por ejemplo, estd claro que la dimensién de una recta es 1 y la de
una superficie bidimensional es 2, pero ;qué dimension podriamos asignar a un
objeto que se replica infinitamente y, aun asi, permanece acotado? Estos objetos
se denominan fractales puesto que se puede demostrar que su dimension contie-
ne una parte fraccionaria. Los fractales estdn lejos de ser un mero divertimento
abstracto ya que se pueden apreciar estructuras fractales en objetos naturales tales
como cordilleras montafiosas, perfiles costeros o incluso en sistemas bioldgicos
como redes neuronales. En fisica, el estudio de los fractales estd intimamente li-
gado a la aparicion de comportamientos cadticos de ciertos sistemas dindmicos.
Se sabe que en estos sistemas las trayectorias tienen una sensibilidad exponencial
a cambios diminutos en las condiciones iniciales y se ven atraidas a regiones del
espacio de fases que tienen una estructura intrincada y que no son simplemente
puntos o formas geométricas sencillas, sino que pueden representarse mediante
fractales. Dichos atractores extraiios se han observado en meteorologia, sistemas
electrénicos o reacciones quimicas, por citar unos pocos ejemplos.

7.11. Problemas resueltos

0 PROBLEMA. Sea Z la regién comprendida entre dos placas conductoras
representadas por las rectas y =x e y = x — /2 /2. El potencial ¢ se fija
en las placas tal y como figura en el dibujo. (a) Hallar ¢(x,y) en el domi-

in/4

nio Z utilizando la transformacion w = ¢*/“z. (b) Esbozar las superficies
equipotenciales y las lineas de campo asociadas.

Solucién. (a) El mapeo es conforme y produce una rotacién de /4 alrede-
dor del origen. El dominio transformado en el plano (u, v) es, pues, la regién
comprendida entre las rectas verticales u =0y u = /2 /2. Como quiera que
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las condiciones de contorno no dependen de v, la solucién de la ecuacién
de Laplace @, + ®,, = 0 es simplemente

d=Au+B

donde las constantes A y B se obtienen a partir de las condiciones de con-

torno:
Bu=0,v)=0=>A4-0+B=0=>B=0
V2 V2 2

Resta determinar la funcién u(x,y):

w=e"4 = <§—H¥> (x+iy) = g(x—y)—l—i?(x—i—y)

Por tanto, u(x,y) = (v/2/2)(x —y) y concluimos que

0(x.y) = B(u(x.y). v(x,)) = %uu,y) —x—y

(b) Las superficies equipotenciales se hallan imponiendo ¢ (x,y) = const.,
de donde se deduce la ecuacién y = x + const., que corresponde a rectas
de pendiente unidad, paralelas a las placas conductoras. Finalmente, las
lineas de flujo se obtienen a partir de la funcién arménica conjugada de
@ (x,y) que, como hemos visto mas arriba, no es mds que y(x,y) =x+y.
Por tanto, las lineas de flujo y/(x,y) = const. se representan por la ecuacién
y = —x-const., que tiene pendiente — 1 puesto que las lineas de flujo deben
ser perpendiculares a las superficies equipotenciales.

7.12. Ejercicios

1. Seaw = :—Z Hallar el mapeo del primer cuadrante del plano z.
i+z

—R ,
2. Seaw = Z—R Hallar el mapeo del semicirculo superior Z : {z = re’® |0 <
Z
r<R,0<6<m}

3. Sea w = coshz. Hallar el mapeo del dominio & : {x < 0,0 <y < r}.
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Sea Z el dominio tipo «cuarto creciente» formado por los puntos z exterio-
res a la circunferencia |z — 1| = 1 e interiores a la circunferencia |z —2| = 2.
El potencial de la circunferencia interior se fija a ¢ = 0 mientras que el de

la exterior es ¢ = 1. Hallar ¢ (x,y) dentro de Z utilizando el mapeo bilineal
4i

w=—i-+ —l.
z

. Sea Z el semiplano superior donde el potencial del eje x se fija de la si-

guiente forma: ¢ =1 en el intervalo —2 <x <2y ¢ = 0 fuera de él. Hallar

@ (x,y) y las lineas de campo asociadas mediante el mapeo w = In <:_—§> .
Sea Z el dominio tipo «cufia» formado por los puntos z = re® tales que
0<6 <m/4yr<2 Los segmentos conductores z = 2¢0 y z = 2¢7/*
se mantienen al potencial ¢ =0y ¢ = 1, respectivamente. Supdngase que
se construye el borde r = 2,0 < 6 < m/4 con un material aislante. Hallar
@ (x,y) dentro de la cufia y determinar las lineas de campo y las curvas
equipotenciales.

. Estudiar la dimension fractal del conjunto de Julia para diferentes valores

de c. Se pueden seguir los siguientes pasos:

a) Utilizar el criterio de Grassberger y Procaccia para calcular la dimen-
sion fractal:

D InC(r)

Inr

donde C(r) es el correlador definido mediante la expresion

)= gz Lol
i#]

siendo N el ndimero de puntos del conjunto de Julia y » > 0. En la
ecuacion anterior 0(x) es la funcién theta de Heaviside y las sumas
recorren todos los puntos del conjunto. Para valores intermedios de
r el cociente anterior es una recta y la pendiente nos dard un valor
aproximado, pero valido, de D.

b) Representar D en funcidn de ¢ desde ¢ =0 a ¢ = —2 y razonar los
valores de D en los extremos del intervalo.
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7.13. Nota historica

Gaston Julia (1893-1978), matematico francés. Tuvo
que interrumpir sus estudios cuando le llamaron para ser-
vir en el frente durante la I Guerra Mundial, y allf perdié
la nariz. En 1918 publicé un trabajo sobre el conjunto
que lleva su nombre, aunque fue rdpidamente olvidado.
En los afios 70, con la aparicién de los ordenadores, el
campo de los fractales se desarrollé increiblemente y el
trabajo de Julia fue justamente reconocido.







Apéndice: Transformadas de
Laplace

A.1. Definicion y propiedades

Una transformacion es una operacién que toma una funcion y devuelve otra
funcién. Por ejemplo, el operador derivada D transforma una funcién f en su
derivada: D[f(x)] = f'(x). Otra transformacién importante es la operacién de in-
tegracion:

Lifo) = [ s

A diferencia de la operacion de derivacidn, la integral retorna una funcién cuya
variable independiente no coincide con la variable original. En general, las trans-
formaciones integrales contienen un niicleo o kérnel K (s,7) en el integrando:

L) = [ FOK 0 ds

En el caso de la transformada de Laplace, el nicleo es una funcién exponencial
real:

L) = [ rwear=F)

En lo sucesivo, denotaremos con letra mayuscula la funcién resultante de la trans-
formacién y dejaremos las minusculas para las funciones de partida. Aunque no
es necesario para que la expresidon anterior tenga sentido, es preferible definir la
funcién f de tal forma que f() = 0 siz < 0. Como veremos a continuacion, la
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transformada de Laplace es una herramienta extraordinariamente util en la reso-
lucién de ecuaciones diferenciales.
> EJEMPLO. Sea f(r) = 1. Calcular la transformada de Laplace F (s).

Hemos de calcular la integral siguiente:

F(s) :/ e dt =
0

—st |*°

—S

0 N

El resultado tiene sentido siempre que s > 0. En caso contrario, la integral
no converge. Esta restriccion en el dominio de la transformadas de Laplace
es una caracteristica bastante comun que aparecerd, a partir de ahora, con
frecuencia.

> EJEMPLO. Sea f(t) = e~ . Calcular F(s).

ra Re(s+a) >0

F(s) = / e g =
0
Nétese que a puede ser un nimero complejo.

> EJEMPLO. Sea f(r) =", siendo n un entero no negativo. Calcular F(s).
Integrando sucesivamente por partes, se obtiene:
n!
F(S) = F s>0

La propiedad mds importante de la transformada de Laplace es que se trata de
una operacion lineal. Sean a 'y b dos constantes arbitrarias; entonces

Llaf(x) +bg(x)] = aL[f(x)] + bL{g(x)]

Podemos aprovechar esta consecuencia para generar nuevas transformadas a partir
de resultados conocidos.

> EJEMPLO. Sea f (1) = senar. Calcular F(s).

Se puede utilizar directamente la definicién de F' o bien emplear la propie-

eiat _ efiat
dad anterior. Puesto que senat = — escribimos
i
L iat L —iat 1 1 1
Lisenar) = M _ L 1 1) _ a4
2i 2i\s—ia s+ia s +a

para Res > |Imal, donde se ha utilizado la transformada de Laplace de la
funcién exponencial, hallada antes. De forma andloga, la transformada de
cosat es

F(s)

:m Res > ‘Ima’
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R
En general, la integral / f(t)e " dr existe para R < oo si f(t) es una funcién
0
continua a tramos. Para que F (s) exista se requiere, asimismo, que f(¢) no crezca
mds rdpidamente que un multiplo de alguna funcién exponencial, es decir:

[f(O)] < Me”

donde M,c > 0, en el limite t — oo. Se dice que f es de orden exponencial si
verifica la desigualdad anterior. Asi, 1" y senat son de orden exponencial, pero e’ ’
no lo es. Por tanto, se puede descartar que e’ posea transformada de Laplace. Si
se cumple la condicién anterior, F(s) existe para s > ¢ y tiende a 0 cuando s — oo.
Este resultado es util para eliminar posibles transformadas. Por ejemplo, podemos
estar seguros de que ni senas ni e** son las transformadas de Laplace de ninguna
funcién, ya que no se anulan si s — oo.

La transformada inversa de Laplace es la operacion invertida; esto es, si
F(s) = L[f(t)], entonces la transformada inversa es L™~ ![F(s)] = f(t). Hay diver-
sas estrategias para hallar la funcién f a partir de la transformada F. Una férmula
conveniente se obtiene con ayuda del andlisis de transformadas de Fourier y dis-
tribuciones, que damos aqui sin demostracién':

27 Sy

1 Yoo
- F ts d
£(0) /y (s)¢" ds

En la seccion 6.7 se explica el método general de resolucién de esta integral.

A.2. Resolucion de ecuaciones diferenciales

Las transformadas de Laplace no pasarian de ser una mera curiosidad ma-
tematica si no fuera por la enorme potencia que exhiben en la resolucién de ecua-
ciones diferenciales ordinarias. Empecemos con las ecuaciones que dependen de
coeficientes constantes y veamos que la transformada de Laplace es capaz de con-
vertir una ecuacion diferencial en una expresion algebraica, mucho més facil de
resolver.

Sea la ecuacion genérica de segundo orden

ay”(t) +by'(t) + cy(t) = h(z)

siendo a, b y ¢ constantes y h(t) una funcion arbitraria. Nuestro objetivo es hallar
la funcién desconocida y(t). Esta se determina completamente teniendo en cuenta
dos condiciones iniciales: y(0) = yo e y'(0) = yj,.

I'Véase, por ejemplo, M. L. Boas, Mathematical methods in the physical sciences (3.2 ed., Wiley,
2006), pagina 696y ss.
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El método se basa en hacer la transformada de Laplace a los dos lados de la
ecuacion anterior. Para ello, necesitamos primero calcular la transformada de la
derivada de y integrando por partes:

L) = [y 0e = ye |5 +s |

0

oo

y(t)e ™ dt = —yo +sL[y]
Asimismo, operamos con la transformada de la segunda derivada de y:
L") = L[(Y)] = sLIY] =¥ = s(=yo +SLD]) =¥ = s’LD] —sv0 =¥
A fin de simplificar la notacién, sea Y = L[y] y H = L[h]. Sustituyendo las
transformadas de Laplace de y”, y/, y y & en la ecuacién diferencial ay”(r) +
by'(t) + cy(t) = h(t) obtenemos
as®Y (s) — asyo — ayl+ bs¥ (s) — byo + Y (s) = H(s)

de donde Y (s) se despeja con facilidad. La dificultad del método surge a la hora
de deshacer la transformacion y calcular la transformada inversa de Y (s), es decir,

y6)=L7"Y]

Existen diversos procedimientos, como la integral de Bromwich, desarrollada en
la seccién 6.7, y el método de fracciones parciales, que ilustraremos a continua-
cién, para alcanzar el objetivo final de determinar y(z).

> EJEMPLO. Resolver Yy’ +y =0,y =0, y; = 1.

Esta ecuacién corresponde al problema del oscilador arménico de frecuen-
cia unidad que parte del punto de equilibrio con una velocidad positiva.
Como se sabe, y(7) es una funcién sinusoidal (periddica) con el tiempo.
Vamos a demostrarlo usando transformadas de Laplace:

LY +Lly] = 0
SLIY| = syo— Yo+ L[| =0
s?Y (s) —14Y(s)=0

1
Y(s)= ——
(s) s2_|_1

En el tercer renglén, se ha sustituido yo e y, por sus valores. Ahora resta

determinar la transformada inversa de . Precisamente, en el ejemplo

2
s
de la pagina 188 concluimos que la transformada de Laplace de la funcién

a . .
senat era T con lo que la solucién a nuestro problema es simplemente
S a

y(t) = sent
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Puede comprobarse que esta funcién satisface la ecuacion diferencial del
enunciado y las condiciones iniciales sefialadas.

> EJEMPLO. Resolver y” +y = sen2t, yo = 0, y, = |

Este problema equivale a la ecuacién de movimiento de un oscilador for-
zado periédicamente. La ecuacién diferencial no homogénea resultante se
puede resolver haciendo uso de las transformadas de Laplace:

L[y"]+L[y] = L[sen2]

2
2
Y(s)=14Y(s) = 5—
s (S) + (S) S2+4
1 2 1

- s24+1 +s2—|—4s2—|—1

Y(s)

La transformacién inversa puede realizarse recurriendo a la descomposi-
cién en fracciones simples. El segundo término de Y (s) puede escribirse
del siguiente modo:

2 _ A B
(244)(s24+1)  s2+4  s24+1

siendo A y B dos constantes a determinar. Se igualan los numeradores de
los lados izquierdo y derecho:

2=A(s*+1)+B(s*+4)

Como el miembro de la derecha es un polinomio de orden cero y el de la
izquierda, uno de orden dos, el coeficiente que acompaiia a s> debe anularse:
A+ B = 0. Por otro lado, los términos constantes han de igualarse: 2 = A +
4B. De este par de ecuaciones se deriva el resultado A = —2/3 y B=2/3.
Asi pues:

Y()_1+2 L, 1Ly 51 21
Vo1 3\ 2547 9251) T 3241 352+4

S : . 1 :
Abhora es mds fécil la identificacién. A Y le corresponde sent mientras
s

: 1 .
que la transformada inversa de es 3 sen2t. La solucién final es:

s2+4

5 1
y(t) = 3 sent — = sen 2t

Esta expresion satisface las condiciones en ¢ = 0, como puede verificarse.
Noétese también que el método de la trasformada de Laplace proporciona de
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forma automatica tanto las solucién general como la particular sin tener que
hacer la distincion entre ellas al principio.

El célculo de la transformada inversa también puede hacerse por residuos.
Segtn los resultados de la seccion 6.7, se tiene que

=) Res(Ye")

Tomemos s € C. La funcién Y (s)e’ tiene polos en s = —2i, —i, i y 2i.
Calculemos sus residuos:

Res(Ye" s = —2i) = ;21[ ~2it
Res(Ye' s = —i) = _g%e—zz
Res(Ye', s =i) = gzliEit
Res(Ye' s = 2i) = _%%eht

La suma Y Res da en efecto la misma y(7) que encontramos antes.

En los ejemplos anteriores, se ha podido observar que si y(0) = 0 la transfor-
mada de Laplace de la derivada es sencillamente L[y'] = sL[y]. El que la trans-
formada de la derivada se obtenga mediante la multiplicacién por s sugiere que
la transformada de la integral se consegulra dividiendo por s. Comprobemos si

esta intuicion es correcta. Sea ¢@(t / y(7)dz. Entonces, ¢’ = y. Calculemos

su transformada de Laplace:
Llg'] = sL[¢] — ¢(0)

t
Como ¢(0) = 0, concluimos que L[¢'] = sL [ / y(f)dr} , es decir:
0

L { /0 [ ¥(7) d’c] = %L[fp’] = lL[y]

Este resultado nos permite atacar ciertas transformadas inversas de manera mas
eficiente.

1
> EJEMPLO. Hallar L~ )
s(s—1)
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SeaY(s) = Puesto que en esta funcidn aparece una division por s,

1
s(s—1)
la transformada inversa de ——— serd igual a la integral de la transforma-

s(s—1)

da inversa de —1

1 t |
L=t :l/‘Ll{———i dt
K} 0 s—1

Ahora bien, la transformada de Laplace inversa ya fue calculada con ante-
rioridad. Se trata de la funcién exponencial, €', por lo que obtenemos final-
mente

t
L4wp=/e%m:eh4
0

Al mismo resultado se puede llegar descomponiendo en fracciones simples
o por el método de los residuos. Invitamos al lector a que lo verifique por si
mismo.

Las transformadas de Laplace son incluso ttiles en el andlisis de ecuaciones
diferenciales de orden mds alto y en la resolucion de sistemas de ecuaciones dife-
renciales. Veamos dos ejemplos.

> EJEMPLO. Resolver y*) —y =re!, y(0) = y/(0) = y"(0) =y (0) = 0.

Con estos valores iniciales, sabemos que L[y'] = sY(s) y L[y'"] = s*Y (s).
No es dificil convencerse que L[y"] = s°Y (s) y L[y¥] = s*Y (s). Por otro
lado, la transformada de Laplace de te' puede hallarse directamente de la
definicion:

Res > 1

~ (512

Usando estas relaciones, podemos reescribir la ecuacién diferencial en el
espacio de Laplace:

S'Y Y =

1
(=172
1 1
YO=a16-1y

La funcién Y tiene cuatro polos: tres simples en —i, i y —1, y uno triple en
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1. Hallamos sus residuos:

1
Res(Ye',1) = —é' (2> — 6t +5)

16
1
R Y 1s _1 — —t

es(Ye'®,—1) T

1.

Res(Ye",i) = —ge”
1.
Res(Ye', —i) = —ge_”

Sumando estas expresiones, escribimos la solucién requerida:

1 1 1
y(t) = g senh? — 7 Cost+ get(t2 —3t+2)

> EJEMPLO. Sea el sistema de ecuaciones diferenciales de primer orden

y+2x=1 yo=0
2y —x' =2t xo=1

Hallar y(7) y x(1).

Transformamos cada una de las ecuaciones:

sY +2X =1
2Y — (sX — xp) :s%

o bien
S2Y +2sX =1
25%Y — (s*°X —s?) =2

Tal y como puede comprobarse, hemos convertido un sistema de ecuacio-
nes diferenciales en uno de ecuaciones algebraicas, cuya resolucién puede
llevarse a cabo con las técnicas habituales:

2
sc—2s+4 s
Y(i§)=—F—= X()=——
(s) 4s(s2+1) (s) 4+ 52
La transformada inversa de X es elemental: x(7) = cos2s. La de Y es al-
go més complicada, pero podemos extraer y(¢) de la segunda ecuacién del

sistema:
2t +x'
y(t) = —2Fx =  y(t) =t1—2sen2s
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A.3. Derivadas, integrales y convolucion

En Ia seccién anterior se han derivado las transformadas de la derivada y la
integral de una funcién dependiente de 7. Seria también deseable conocer las ex-
presiones correspondientes a la derivada y la integral de una transformada dada.
La primera se obtiene derivando la definicién de la transformada de Laplace bajo
el signo de la integral:

Fl(s) = / F(O)e ™ (~1) dr
0
De ahi que F'(s) = L[—tf()]. En general, la derivada enésima toma la forma

F™(s) = L[(=1)"1"f(1)]
para n entero positivo.

> EJEMPLO. Hallar la transformada de Laplace de 7senat.

Podemos aplicar la definicidn o bien advertir que la transformada de senat

es o Sea, pues, f(f) = senatr. Empleando la férmula de la derivada
s +a

de F, sellegaa

/
a 2as
Lltsenat] = L[tf(t)] = —F'(s) = — =
rsenar] = Litf (0] =~F'6) =~ (i ) = gy
Para este caso en particular, el método parece mds rapido que la aplicacién
directa de la definicidn.

La derivada de la transformada puede utilizarse como medio de resolucién de
ecuaciones diferenciales con coeficientes no constantes sino que son, en realidad,
polinomios de primer grado. Puesto que L[ty(t)] = —(L[y(r)])’ = —Y’(s) deduci-
mos de aqui:

d
—(s%Y — $Y0 —Yp) = —a(szY —5Y0)

ya que Yo e y,, son constantes y su derivada con respecto a s es cero. Veamos con
un ejemplo la aplicacion de estas expresiones.

> EJEMPLO. Resolver 1y +2(t — 1)y’ =2y =0, yo = 0.
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Se facilita una tnica condicién inicial. Por eso, deberd aparecer una cons-
tante al final del calculo. Escribamos primero la ecuacion en el espacio de
Laplace y operemos:

d, , d
D52V —syg) =25 (sY) —2sY — 2V =
ds(s $Y0) ds(s )—2s 0

—(25Y +5°Y") = 2(sY' +Y) —2sY —2Y =0
—s%Y' —4sY —2sY' —4Y =0
Y’ 2542
_ 5 S +

Y 5242

Hemos logrado transformar una ecuacién diferencial de segundo orden con
coeficientes no constantes en una ecuacién de primer orden separable, la
cual se integra con rapidez notando que la derivada del denominador del
término de la derecha esta precisamente dada por el numerador:

InY = —2In(s* 4+ 25) + A
B
Y(s) = ———s
(s) (s2+2s)?

donde A es una constante de integracién y InB = A. La transformacién in-
versa puede realizarse por cualquiera de los métodos explicados arriba. Es
suficiente aqui dar el resultado final:

y(t) = B(sent —tcost)

Queremos ahora calcular la integral de la transformada de Laplace: / F(s)ds.

Previamente se ha demostrado que la derivada de F implica una multiplicacién por
t, asi que parece razonable suponer que la integracion de F involucrara dividir por

t
t. Efectivamente, sea g(s) = L [@] . Derivemos esta expresion:
dg f)
L —L|(=t)—=| =—F
% 1))~k
de donde se infiere que
S
8(s) = —/ F(p)dp
a

para alguin valor de a. Ahora bien, g tiende a 0 cuando s — oo. Por eso, imponemos
a — oo ¢ invirtiendo los limites de integracion se obtiene

8(s) = /SwF(p)dp =L [@]
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Tal y como esperdbamos, la integracion de F acarrea dividir por 7.
La férmula que acabamos de demostrar resulta util en la evaluacion de ciertas

integrales, ya que
L {@} = /Om%t)e_”dt = /SOOF(p)dp

Hagamos ahora s = 0. Entonces:

/ f dt = /mF(p)dp

> EJEMPLO. Calcular/ &d
0

Esta integral fue calculada en la pagina 142 mediante el método de integra-
cion por residuos. Vamos a utilizar aqui la expresion anterior en términos de
la transformada de Laplace. Identificamos f(7) = sent, cuya transformada,

como sabemos, es F(s) = . Asi, tenemos que

s2+1

sent

i T
= arctgply =5

Finalizamos este apartado con una breve exposicidn sobre la operacién deno-
minada convolucién, una especie de producto generalizado definido entre funcio-
nes y que se denota por medio del simbolo *. Sean f'y g dos funciones continuas a
tramos y de orden exponencial. Entonces, la convolucién de f'y g se define como

(f+8)(t /f g(t—1)d

Calculemos la transformada de Laplace de esta expresion:
Lifsg)= [ e (fre)0)a

—/ /f g(t—1)dtdt
_/ / f(t)g(t —t)dtdt

En la dltima linea hemos utilizado el hecho de que g(7—¢) =0 si 7 > ¢. Invertimos
ahora el orden de integracion:

L[fxgl= /()Wf(f)/owe_”g(t—r)dtdr
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Hagamos ahora el cambio de variable u = ¢ — 7 para la integracion sobre ¢:

Lifsg)= [ £ [ e gluw)duds

Pero g(u) = 0 si u < 0, asi que podemos convertir el limite inferior de la integral
sobre u en O:

Lirsg)= [ f@e [ e glu)dudt = F(5)G(s)

Concluimos que la convolucién de dos funciones viene dada por la transformacién
inversa del producto de las transformadas de Laplace:

(f#8)(1) =L [F(s)G(s)]

Esta férmula proporciona otro método adicional para el cdlculo de transformadas
inversas. Con todo, es mucho m4s ttil para resolver ecuaciones integrales del tipo

+/y g(t—1)d

donde fy g son funciones dadas e y es la funcién incdgnita. Se transforma toda
la ecuacidn anterior al espacio de Laplace:

L[f] =L[y]+L[yxg]
F(s) =Y(s) +Y(5)G(s)
_F(s)
T G(s)+1

’11

A continuacidn, realizamos la transformacion inversa con el fin de obtener la so-
lucién y().

> EJEMPLO. Resolver ¢ ' = +2/ )cos(t —T)dt

Sean f(t) = e 'y g(t) = 2cost. Sus transformadas de Laplace son, respec-

2
tivamente, F(s) = yG(t) = _i T Por tanto, la transformada de y(r)

s+1 52
vale N
1+ 32 i (s+1)3
que tiene un polo triple en s = —1. Calculando su residuo determinamos

y(1):
y(t) =Res(Ye",—1) = (1 —1)%e"
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A.4. Ejercicios
1. Resolver las siguientes ecuaciones diferenciales.

a) y'=y =2y=0 yy=0,y,=2

by y'+y=cos3t yo=1,y,=1

) Y'+4/+3y=1 yy=0,y,=0

d) Y'+2Y +2y=2 yo=0, yh =1

e) YW 48y +16y=0 yo=yh=y) =0,y =1

t
f y’+4y+5/0ydr=e*f Yo=0

) Yy +x=2cost  yp=-—1
X—y=1 xp=1

hy ty" = (1+40)y' + (2 +41)y =0 yo=0

2. Resolver la siguiente ecuacion integral.

) =1 [w=nyar

A.5. Nota historica

Pierre-Simon Laplace (1749-1827), considerado el
Newton francés. Su obra monumental Mecdnica Celes-
te es un compendio de la mecdnica cldsica basada en
el célculo infinitesimal y en donde logra demostrar la
estabilidad del sistema solar. Defensor del determinis-
mo cientifico, creia que las leyes de la naturaleza no re-
querian la existencia de Dios.







Soluciones a los ejercicios

Capitulo 0

1. Elerror se encuentra en el tercer paso. Recordar que v ab = \/E\/E siy solo
sia,b > 0.

Capitulo 1

1. a) 2-3i
b) —4+5i
c) 1+7i
7 1.
d) —g—gl
7
8) 5

3. Recta y = mx+ b de pendiente m y ordenada en el origen b.

4. 24V2+iV2—-V2

—V2+v2+4iV2-V2
-V2+V2-ivV2-v2

V2+vV2-ivV2-2

11 11
e\ V2— 140 2 V241
6. —5+ V2 +z<2+2 f+>

11 11
V2= 140 =2 V2+1

) V2 +1<2 5 \f+>



202 Soluciones a los ejercicios

Capitulo 2

1. a) fesderivable alo largo de larectay = xy f/ = 2x. f no es analitica.

b) f es derivable y analitica en todo C salvo en los puntos singulares
z=0,+i.

¢) f no es derivable.
d) f esderivable y analiticasia=—1yb=1. f' =1 —i para todo z.
e) f no es derivable.

f) fesderivable en el primer y tercer cuadrantes (incluyendo el origen).
f es analitica en esos cuadrantes exceptuando los ejes. f' = 2x+i2y.

2. v(x,y) = x> —3xy°

o 2 2 y 2, 2, 4
3. fxy) =5~ =2t iy =T -yt g

5. a) E no es conservativo.

b) E es conservativo. Las lineas de flujo son hipérbolas.
Capitulo 3
1. z=ink (n=0,£1,£2,...)

3. ™38 [cos(2In2) +isen(2In2)] (n = 0,+1,+2,...). El valor principal co-
rresponde a tomar n = 0 en la expresion anterior.

4. 2 (= 0,41,42,...)

. .
5. —<E+n7r>+%1n3(n:0,i1,i2,...)

Capitulo 4
1. a0

b) ﬂcoshz

T 2

i
2. —
a) >

b) 0
c) 2mi
d) 0

e) 2mi
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3. 2mi

5.1/ (@) lmax =9, | (2)min = 1
Capitulo 5

1. —— ] . Radio de convergencia R = 2.
(%) :

2. a Z (—1)" = 1"y Lo g

n+1,
b) Z4n+2
1 1
ol Ly

7 2173 415

o n © A
d) B Z on+l + Z
n=0 n=1

2.3
3. 1- % + % — ZZ + ... Radio de convergencia R = 1. La primitiva es F(z) =
203
ap+z— 7 + % — ..., donde aq es una constante.
Capitulo 6

1. a) Polos simples en zgp = 0, 1 con residuos Res(f,0) = —1 y Res(f,1) =
1.

b) Polo simple en zp = 0 con residuo Res(f,0) = 1/16 y polo doble en
zo = 4 con residuo Res(f,4) = —1/16.

¢) Singularidad esencial en zp = 0 con residuo Res(f,0) = 1.
d) Polos simples en zo = 2,i, —i con residuos Res(f,2) = 1, Res(f,i) =
y Res(f, i) = —i
3. a) 2m(2—+/3)
T
b)) =
) 3
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(x=2)2+)*
x+2)2+y?

204
Capitulo 7
1. 2/ {x*+y*<1,y>0}
2. 7' {x<0,y>0}
3. 7' :{y>0}
4x
4. S, S .
¢(x.y) PEp
| 4y |
5. ¢(X,y) = EarCtgm, W(X,y) = _Eln(
4 Y 2 2 .2
6. = Zarctg Y, w(x,y) = — 21
9(x,y) = —aretg ", y(x,y) = ——In(x" +y7)
Apéndice
2 2
1. a) y@)= §e2t— ge*t

9 1
b) y(t) =sent+ g cost — gcos3t

o) y(t)= % (2-3¢"+e )

1
e) y(t)= T sen2t — —tcos 2t

3 1 1
N y@) = Ee_z’ sent + 56_2’ cost — Ee_

) y=tcost—1
§ X =cost+trsent

h) y(t) = Ct*e*

2. y(x) = cosx.
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analitica, prolongacién, 120
dngulo imaginario, 65
angulo polar, 25
antiderivada, 87
antiparticulas, 36
arco, véase curva
argumento, 25, 30
armonica conjugada, 53
armonica, funcién, 52, 172
atractor, 182
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derivabilidad, 48
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