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iempre me ha intrigado el origen del nombre funcién

de particion que se da en mecdnica estadistica a la

suma sobre estados microscépicos de una cierta fun-

cion. Por ejemplo, la suma sobre estados del factor
e "4 siendo E la energia del estado microscdpico en cuestion,
se conoce como funcién de particiéon candnica Z. La suma
sobre estados de e #AT*NAT 'siendo N el numero de particulas
del estado microscdpico, es la funcién de particién macroca-
noénica 2. Aqui T es la temperatura, u el potencial quimicoy k
la constante de Boltzmann. El nombre de funcién de particién
estd extendido en varios idiomas aunque es sabido que la letra
Z usada para denominar a la funcién de particién candnica
proviene de la palabra alemana Zustandsumme o suma sobre
estados, un nombre algo mds anodino. Aunque no he visto en
los libros de mecanica estadistica que he consultado el origen
del nombre “funcién de particién”, rebuscando en internet [1]
uno encuentra que el concepto puede estar vagamente rela-
cidénado con la particién (la distribucién) de la energfa entre
los diferentes niveles microscopicos.

Leyendo recientemente la interesante biografia del mate-
matico indio Srinivasa Ramanujan [2] aprendi que, entre los
muchos temas en los que trabajé durante su fértil estancia en
Cambridge con el matematico ingles Godfrey Harold Hardy,
sobresalian de manera especial sus contribuciones a la teoria
de particionesy, en particular, a la determinacién de la funcion
de particion. Me pregunté enseguida si esta funcion de parti-
cion en la que habia trabajado Ramanujan es la misma funcién
de particién que aparece en los libros de mecanica estadistica.
Aunque no es el caso, y Wikipedia tiene dos entradas distintas
para la funcién de particion en teoria de niimeros y la funcién
de particién en mecanica estadistica [3], resulta que los dos
conceptos estan relaciénados entre si. En esta Nota de Clase
quiero indicar cémo se pueden reproducir algunos de los re-
sultados ya conocidos de la funcién de particién de la teoria de
numeros usando ideas de la funcién de particién de la meca-
nica estadistica. Ya adelanto que no presentaré ningtin resul-
tado que no sea conocido por los matemadticos. Sin embargo,
considero que esta manera de relacionar ambos campos tiene
evidentes ventajas de comprension para los fisicos, que ven asi

lustracién por gentileza de Alberto
Garcia Gomez (albertogg.com).

cémo conceptos en los que han trabajado durante sus cursos
de mecanica estadistica pueden servirles para deducir algunas
de las férmulas que aparecen en un campo tan abstractoy de
“matemadticas puras” como la teorfa de particiones.

En matematicas, una particion (o, mas concretamente, una
particién entera) de un entero positivo m es una manera de
descomponer dicho ntimero en sumandos positivos [4]. La
funcién de particién p(m) es el nimero total de particiones de
m, es decir, el numero de las diferentes maneras de descom-
poner m en sumandos positivos. Asi p(5) = 7 ya que podemos
separar 5 en los siguientes sumandos:

5

4+1

3+2

3+1+1
2+2+1
2+1+1+1
1+1+1+1+1

La determinacion de esta funcién de particion p(m) fue
uno de los trabajos en los que se embarcaron Ramanujan y
Hardy logrando sustanciales avances. Aunque no hay una fér-
mula cerrada para p(m) se conocen muchisimas propiedades
de esta funcion. No es mi intencion aqui dar ni tan siquiera
una somera introduccién al fascinante mundo de la funcién
de particién en teoria de nimeros (para lo que no tengo ni
de lejos la formacién adecuada), sino la de acercarnos modes-
tamente a ella a través del conocimiento que, como fisicos,
hemos adquirido en los cursos de mecanica estadistica. Para
ello haremos una identificacién entre los distintos sumandos
que forman una particion y los niveles energéticos de un sis-
tema ideal de particulas no interaccionantes.

Comencemos por una cuestion mds sencilla: ;{De cuantas
maneras Q(m,N) se puede descomponer un niimero men N
sumandos teniendo en cuenta que los sumandos se pueden
repetir y que importa el orden en que los consideremos? As{
Q,(5,3) = 6 que corresponde a las particiones

3+1+1
1+3+1
1+1+3
2+2+1
2+1+2
1+2+2
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Para hacer la identificacion descrita, consideramos un sis-
tema ideal de N particulas distinguibles cuyos niveles ener-
géticos individuales son €, = £€ = €, 2¢, 3¢, 4e,... (por ejemplo,
los niveles de Planck de un sistema de osciladores arménicos
unidimensionales, € = hv). La energia total es E = €, +...+ € =
=€, + 4, +...+ £,). A cada una de las maneras anteriores de
descomponer m =5 en N = 3 sumandos le asociamos un esta-
do microscopico del sistema de N particulas. Lo entendemos
mejor con un ejemplo: a la particién m =3 + 1 + 1 le asocia-
mos el estado de un sistema de N = 3 particulas en el que
la primera particula esta en el estado ¢, = 3, la segunda en
¢,=1ylaterceraen ¥, = 1. La energia total de este estado es
E =3¢+ €+ e=5e=me. Queda claro entonces que el nimero
de particiones del niimero m en N términos es igual al nu-
mero de estados fisicos con N particulas y energia E = me. Por
tanto, la determinacién del nimero de maneras en que m se
puede escribir como una suma de N términos, €, + £, +...+ £,
es equivalente a calcular el namero de estados microscdpicos
(£,,--.,£y) que tienen energia E = me, la degeneracion de la ener-
gia. Recordemos también que dentro del formalismo de la co-
lectividad microcanonica, el logaritmo de la degeneracion de la
energia nos da la entropia mediante la relacién de Boltzmann
S =klog Q. Como la mecénica estadistica ha desarrollado he-
rramientas para el cilculo de la degeneracion Q para distintos
sistemas fisicos, podemos aplicar esas herramientas parala de-
terminacion de la funcién de particién en teoria de ndmeros.

Las condiciones que supongamos para la particién entera
determinan las propiedades adicionales que debe tener el
sistema fisico en cuestién. En el enunciado anterior importa
el orden en que aparecen los sumandos y no deberiamos te-
ner dificultad en entender que las N particulas que forman
el sistema se han de considerar como distinguibles. Asi, por
ejemplo, dados m =5y N = 3 se consideran soluciones dife-
rentes (i) 5= 1 + 1 + 3 donde las particulas 1y 2 tienen energia
ey laparticula 3 tiene energia 3¢,y (ii)) 5=3+ 1 + 1, donde la
particula 1 tiene energia 3ey las particulas 2 y 3 tienen ener-
gia €. Por tanto, para calcular la funcién Q. (m, N) debemos
determinar la degeneracién del estado energético E = me para
un sistema de N particulas distinguibles con niveles energé-
ticos individuales €, = €. Es este un ejercicio que hemos he-
cho todos en la carrera’ y cuya solucion es Q,(m,N) = (rf\l]: 11 ],
m = N. Comprobamos que Q,(5; 3) = (‘21) =6 como habiamos

1 Hay dos maneras de obtener Q,(m, N). La primera es por razonamiento
directo. Representamos un ntimero m mediante m puntos, por ejemplo
5 = esees. Una particion en N sumandos consiste en afiadir N - 1 simbolos +
entre los m - 1 espacios que hay entre los puntos. Por ejemplo, para N =3 la
suma 5 = 3+1+1 se representa mediante ese +¢+e. La manera de elegir N -1
lugares para poner los simbolos de suma entre los m -1 espacios posibles es
[’1’\}: 11] como hemos usado en el texto.
La segunda manera de obtener la degeneracion Q(m, N) pasa por calcular
primero la funcién de particién candnica. Sea x = e, Tenemos:
= N

£ N
2= W

xtv ot =

26N= X = X

200y N 21, €2, €N

Sabemos la relacion entre la funcién de particién candnica y el nimero de
estados,

Z(x,N) = EE;n Qy(m, N) e/ = % Qy(m, N) x™. 2]

Usamos el binomio de Newton (1 - x)™N = ZZ’: 0 (_lg\] ) (—x)t= Z;o: 0 (N]\; If _1 l)xk
para desarrollar en serie
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encontrado directamente. Si queremos el numero total de
maneras p,(m) en que un nimero m se puede separar en cual-
quier nimero de sumandos N = 1,..., m importando el orden
de los sumandos serd p,(m) = f: (']7\11: 11] =2mL

N=1

El problema de las particiones contemplado por Ramanu-
jan y Hardy es algo mas complejo porque excluye conside-
rar como diferentes aquellas sumas que sélo se diferencian
en el orden de los sumandos. Es decir ahora 5 = 1+1+3 y
5 = 3+1+1 se considera la misma particién. Para ser con-
cretos, planteemos la siguiente cuestién: ;De cuidntas ma-
neras Q,(m, N) se puede descomponer un nimero m en N
sumandos sin importar el orden de los mismos? Podemos
obtener la respuesta calculando, como antes, el ndmero
de estados de un sistema de particulas ideales con niveles
energéticos €, = 1,2, 3,... conteniendo N particulas y ener-
gia E = me pero sin distinguir qué particula estd en cada
estado. Cuando consideramos la particion 5=3 + 1 + 1 todo
lo que decimos es que una particula tiene energia 3e y dos
particulas energia €, sin decir cudles son esas particulas. En
el lenguaje de la mecdnica cudntica, estamos suponiendo
que las particulas son indistinguibles. Puesto que permiti-
mos que se repitan ndmeros en la particién (e.g. 5=3+1+1
repite el nimero 1 dos veces) debiera quedar claro que esta-
mos considerando un sistema de bosones, donde dos o mds
particulas pueden ocupar un mismo nivel energético (en
este caso el £ = 1). Por ello utilizamos la notacién Qg(m, N),
donde el subindice B hace referencia a la estadistica de
Bose. La funcidén de particién p(m), o numero total de par-
ticiones independientemente del nimero de sumandos es
p(m) = ZN QB(mv N).

Es cierto que es muy dificil calcular Q,(m,N) y, en parti-
cular, no se conoce su expresién explicita en el caso que nos
ocupa. A pesar del desconocimiento de Q,(m, N) la maquina-
ria de la mecdnica estadistica nos permite deducir de manera
exacta las propiedades termodindmicas de sistemas ideales
de bosones y fermiones usando el formalismo de la colecti-
vidad macrocandnica. La teoria nos dice que los coeficientes
del desarrollo en serie de Taylor de la funcién de particién
macrocanonica = son el ndmero de estados Q. Como si que
disponemos de una expresion para la funcién de particién
macrocanoénica £, para un sistema ideal de bosones, pode-
mos a partir de su desarrollo en serie obtener los coeficientes
Q,(m, N)’. La funcion de particion macrocandnica actta

X VS (N+k-T1)ken
(1—x) ‘;1( NS

Haciendo ahora el cambio de variables k + N = m, sustituyendo en [1] e

igualando con [2] obtenemos el resultado deseado.

2 En nuestros cursos de mecanica estadistica [S] aprendemos a obtener
una expresion cerrada para calcular la funcién de particién macrocanénica
E(z,x) = ZZOZ 0Z(x, N)z" en el caso de un sistema ideal de bosones con niveles
energéticos monoparticulares €,:

_.B(Z, X) = I;I[ 1- Ze*ﬁq] - H[ [1 - er] ’

siendo z = e**" la fugacidad. Desarrollando en serie,

. o
1 - N)zV
T, (1 -2 2o Nz,

y combinando con Z,(x, N) = Z: ~0(m, N)x™, nos lleva a
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asi como funcién generatriz de la funcion de particion de
la teoria de niimeros. Esta es la relacion prometida entre la
mecanica estadistica y la teorfa de nimeros: Los coeficientes
del desarrollo en serie de Taylor de la funcién de particién
macrocanoénica de un sistema ideal de bosones son las dis-
tintas maneras en que un numero puede descomponerse en
sumandos sin importar el orden de los mismos.

Ya hemos dicho que no podemos encontrar el término ge-
neral del mencionado desarrollo en serie y dar una expresion
cerrada para Qy(m, N) o p(m). Los matematicos han encon-
trado recurrencias entre diversos valores de p(m), expresio-
nes asintoticas o aproximadas y un sinfin de relaciones que
no vamos a discutir aqui. Si queremos resultados explicitos
para valores no demasiado altos de m o N podemos usar un
programa simbolico para calcular los coeficientes del desa-
rrollo en serie®. Resumimos en una tabla el resultado para la
funcién de particién p(m) y las particiones Qy(m, N) de m en
N =4 sumandos param = 1,...,20.

caso €,=(2¢ - 1)e. Usando el desarrollo dado por el programa
simbdlico* llegamos a los siguientes valores:

1/2|3(4(5(6(7|8|9(10(11|12|13({14|15(16|17|18{19|20
1|1(2{2(3|4(5|6(8|10(12(15|18|22|27(32(38|46|54 |64

Vemos, por ejemplo, que hay 4 maneras de partir 6 en nu-
meros impares: 1+5,3+3,3+1+1+1,1+1+1+1+1+1.

Una aplicacion es la de comprobar (j;que no demostrar!!)
la conjetura de Goldbach: Todo niimero par mayor que 2 se
puede expresar como suma de dos primos. Sea I1(m; N) el nu-
mero de particiones de m en N sumandos primos. Su funcién
generatriz la podemos obtener considerando la funcién de
particion macrocanoénica de un sistema ideal de bosones cu-
yos niveles energéticos monoparticulares sean los niimeros
primos ¢, = 2¢, £, = 3¢, £; = 5¢, €, = 7¢,...° La conjetura de Gol-
dbach se escribe como [1(2m, 2) > 1 si 2m > 2. Un programa
simbdlico nos da la siguiente tabla® que verifica esa propiedad
para2m =2,...,40.

1(2(3(4|5(/6(7|8|9(10/11|12(13|14|15|16|17|18|19|20

2|4|6(8(10({12(14|16(18|20|22(24|26|28(30|32(34(36|38|40

1(2(3(5|7(11{15|22|30(42|56|77(101{135(176(231({297|385|490|627

0|1|1(1|2(1(2|2(2(2|3(3(3|2(3|2|4(4|2]|3

0{0|0|1|1(2|3[5(6|9(11|15{18|23|27|34|39 |47 |54 |64

Confirmamos de estas tablas que p(5) = 7. También vemos
que Q,(7, 4) = 3. Las tres maneras de separarm=7 en N=4
sumandos sin importar el orden son

4+1+1+1
3+2+1+1
24+42+2+1

A veces se contemplan particiones restringidas donde
los sumandos han de verificar alguna propiedad adicional.
Por ejemplo, encontrar el niumero de particiones p'(m) del
numero m en sumandos impares. Todo lo que tenemos que
hacer es considerar que los niveles energéticos del sistema
ideal cumplen la condicion requerida a los sumandos, en este

m =2 2 Oym, N2,

Relacién que nos dice que los coeficientes del doble desarrollo en serie de
Taylor de la funcién de particién macrocandnica Ey(z, x) son Q,(m, N) o, en
otras palabras, que E,(z, x) es la funcion generatriz de Q,(m, N).

Si queremos el nimero total de particiones del nimero m, independien-
temente del tamaifio N, nos basta con sumar para todos los valores de
N=0,1,2,3..., de manera que p(m) = ZN Qy(m, N). Esto se puede obtener si
tomamos el valor de la fugacidad z = 1 en la expresion anterior de manera que:

1
5, [1-x]

M8
M8

Qy(m, N)x"= %, p(m)x",

0 m=0

3
i
&
=
I

o que Ey(z = 1, x) es la funcién generatriz de p(m).
3 Para obtener p(m) podemos usar el comando de Mathematica

plm_]:= Coefficient[Series| 1 5 ,{x, 0, m}], x™],

I, (1 -x
y para Q,(m, N) usamos

OmegaB[m_, n_ ]:= Coefficient[Series]|

1
TTm (1 _ b’
0, 0,m), {2, 0,n)], xnzry, e (1720

Notemos que es suciente considerar el limite superior £ = m para obtener
los coeficientes deseados.

Por ejemplo, las [1(14, 2) = 2 maneras de descomponer 14
en dos primos son 3+11y 7+7.

Para terminar vamos a plantear un tipo particular de par-
ticién restringida cuya funcién generatriz puede deducirse
también facilmente de los conocimientos de mecanica esta-
distica. La cuestion es: {De cuantas maneras Q.(m, N) se pue-
de descomponer un niimero m en N sumandos sin importar
el orden de los mismosy sin que se repita ningtin sumando?

El fisico reconocerd enseguida que, al no poder repetir su-
mandos, cada nivel energético solo puede estar ocupado por
una particula y estamos hablando, por tanto, de fermiones.
Por el razonamiento anterior Qg (m, N) son los coeficientes
del desarrollo en serie de la funcién de particién macroca-
noénica para un sistema ideal de fermiones Z; (el subindice
F hace referencia a Fermi)’. El ndmero total de particiones
que no repiten numeros, independientemente del niimero

4 El comando en Mathematica ahora es

plm ]:= Coefficient[Series| {x,0,m}],x™],

__ 1
Iy, (1-x21)
donde hemos reemplazado € por 2¢ - 1 en la potencia de la variable x.

5 Laexpresion concreta es:

G

£ePrimos

6 El comando en Mathematica ahora es

1
[1 = zxPrimeld]

plm_]:= Coefficient[Series]| H;rimepi[m]
=1
{x,0,m},{z, 0, n}], x"z"1,

donde Prime[£] representa el £-ésimo ntimero primo y PrimePi[m] es el
numero de primos que hay hasta m.

7 De nuestros cursos de mecdnica estadistica [5] sabemos que la funcién
de particiéon macrocanonica para un sistema ideal de fermiones con niveles
energéticos monoparticulares €, es:

Bz, x) = 1;[[1 +zePer] :}'I [1+2zx,
=1
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de sumandos, es g(m) = ¥, Qx(m, N). Otra vez no podemos
dar expresiones cerradas para Q.(m, N) o g(m), pero valores
explicitos para m o N no demasiado altos se pueden obtener
mediante los coeficientes del desarrollo en serie obtenidos a
partir de un programa simbdlico®.

1(2|3(4|5(6(7|8|9|10/11|12|13|14|15/16(17(18{19|20
1(1(2(2|3|4|5|6/|8|10/12|15|18/|22|27|32|38(46(54|64
0|0(0|0[0O|O0|O(O|O(1{1|2(3[5[6]9|11]|15]|18|23

Vemos de estas tablas que el niimero de particiones en
numeros distintos es igual al ndmero de particiones en nu-
meros impares, g(m) = p'(m), un resultado bien conocido en
la teoria de particiones [4]. Otro resultado, que podemos
comprobar mediante la inspeccién de las tablas generadas en
este y otros casos, indica que se cumple la relacién Q,(m, N) =

=Qym+ (];] ), N). Asi, por ejemplo, Q,(7, 4) = 3 (cuyas parti-

ciones ya escribimos anteriormente), es igual a Q(7 + [%) ,4)=
=0,(13,4), que son las siguientes particiones usando ntime-
ros no repetidos:

cuyo doble desarrollo en serie nos da los coeficientes Q. (m, N), que son las
particiones de m en N sumandos distintos:

f[] [1+zx1= 2

=0

M8

Qp(m, N)xmzN.

=
i

0

Relacién que nos dice que los coeficientes del doble desarrollo en serie de
Taylor de la funcién de particion macrocandnica Zi(z, x) son Q,(m, N) o, en
otras palabras, que E(z, x) es la funcidn generatriz de Q (m, N).

De la misma manera, si queremos el nimero total de particiones g(m) de un
niimero en nimeros distintos, tendremos g(m) = 2., Q(m, N), cuya funcién
generatriz se encuentra haciendo z = 1 en la férmula anterior

M8

ﬁ [1+x]= 2 qm)x™.

0

3
i

o que Ei(z =1, x) es la funcién generatriz de g(m).

8 El comando Mathematica para q(m) es
g[m_]:= Coefficient[Series[II], (1 +zx’),{x,0,m}],x, m],
y para Q. (m, N) usamos

OmegaF[m_,n_]:= Coefficient[Series[I]} (1 +zx’), {x, 0, m},
{z,0,n}1, xm, 2.

7+3+2+1
6+4+2+1
5+4+3+1

Como esto son unas notas de clase, y en el mejor estilo del
plan Bolonia, me he permitido afiadir unos ejercicios para
que el lector compruebe por si mismo si ha seguido la expo-
sicion. Se trata de escribir programas en Mathematica (u otro
programa simbdlico) que hagan lo siguiente:

o Comprobar la conjetura débil de Goldbach: todo niimero
impar mayor que 7 se puede escribir como la suma de 3
numeros primos impares.

o Determinar el menor nimero natural que puede escribirse
como suma de dos cuadrados de dos maneras distintas.
En resumen, en esta Nota de Clase nos hemos acercado al

mundo de la funcién de particién de la teoria de numeros a

través de la funcién de particién de la mecanica estadistica. No

son el mismo concepto, pero hemos visto que la funcién de par-
ticion macrocanonica de un sistema ideal sirve como funcién
generatriz de la funcién de particion de un niimero. Qué tipo
de particulas y niveles energéticos debemos considerar depen-
de del problema en cuestion. Las expresiones conocidas para
sistemas de particulas ideales indistinguibles cudnticas, boso-
nesy fermiones, pueden desarrollarse en serie de Taylor con un
programa de manipulacién simbolica para obtener valores ex-
plicitos del nimero de particiones en algunos casos de interés.
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En el presente trabajo se exponen los resultados de diversos
proyectos de investigacion en fisica de particulas llevados a cabo con
la participacion de un grupo de alumnosy alumnas de bachillerato de
las asignaturas de Técnicas Experimentales de 1.2y de Fisica de 2.2
Haciendo uso de un contador Geiger Muller comercial de bajo coste,
se demuestra como podemos introducir, de una manera sencilla y
atractiva, la investigacion experimental en Fisica de particulas en los
institutos. En concreto, se han medido las variaciones del flujo de
muones en funcién de la altura, asi como las posibles variaciones
de dicha tasa a lo largo de un afio (variacion estacional).



