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Abstract | discuss the possibility of using other factors than e=*F to compute
the equilibrium properties of physical systems. | will show that other choices can,
in certain cases, lead to a simpler calculation of those properties.
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El aumno que termina la carrera y el profesional que no ha reflexionado mas
alla de lo que aprendi6 en la licenciatura de fisica suelen tener la vaga impresion de
gue la mecanica estadisti ca descansa de manera esencial en el Ilamado factor de Boltz-
mann, e ?F, que aparece en la colectividad canbnica, de manera que vienen a creer
gue este factor constituye una especie de ley fundamental que describe a los sistemas
en equilibrio y que toda suerte de desastres caerian sobre el aparato mateméatico creado
por Gibbs si aguien osara cambiar de alguna manera este factor. Y, seamos honrados,
¢cudl serialareaccion de los que somos profesores de mecanicaestadisticasi un alum-
no escribiera en el examen: “Calculemos la funcion de particion 2 = e P52 Lo
enviariamos sin duda al limbo de septiembre, sin necesidad de leer € resto del examen
y con un comentario en nuestras mentes: “no hay manera de que aprendan nada’ .

Sin embargo, es facil de entender que el factor e=#* no es necesario si pensamos,
por jemplo, que se pueden obtener todas | as propiedades termodinamicas del equilib-
rio trabajando exclusivamente en la colectividad microcanbnicay sin usar, por tanto,
en ningin momento el factor de Boltzmann.

En este articul o pretendo mostrar que uno puede desarrollar lamecanica estadistica
usando, en vez de e~ otros muchos factores, incluyendo el e?Z* de nuestro incom-
prendido alumno avanzado, y reproducir sin embargo todos los resultados conocidos
para sistemas en equilibrio.

Recordemos brevemente los fundamentos de la colectividad microcanénica. Con-
sideramos un sistema de NV particulas, con un total de f grados de libertad, descrito
por pares de coordenadas canonicas (¢,p) = (i, pi)i=1,..s Y con un hamiltoniano

.....



H (q,p) conocido. A este hamiltoniano le corresponden una serie de estados propios?
|m) cada uno con energia E,,,, m = 0,1,2,3,.... En ladescripcion estadistica de la
colectividad microcanénica, fijamos primero un valor de la energia U y asignamos a
cada microestado |m) una probabilidad p,,, dada por
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Siendo Q(U) la degeneracion de U, es decir, el nUmero de estados cuya energia es
U. En genera Q(U) dependera de otras variables del sistema, tales como el volumen
V' 0 e nimero de constituyentes N, (U, N, V'), pero esta dependencia solo la hare-
mos explicita en la notacion cuando sea necesario. Es claro que estas probabilidades
satisfacen 3, p,,» = 1, como corresponde.

El gran genio de Boltzmann le hizo identificar lafuncion de estado entropia con €l
logaritmo de Q2(U), en lafamosa ecuacion

S =kglnQ (2

donde k5 eslallamada constante de Boltzmann. Esta férmula, como todas las grandes
formulas de lafisica, esalavez sencillay profunda. Se ha argumentado que toda per-
sona culta, independientemente de su formacion cientifica, debiera avergonzarse de no
conocer algunas de las implicaciones de esta formula, asi como los fisicos debiéramos
avergonzarnos de no haber Ieido las obras de Shakespeare o0 e Quijote.

A partir de aqui, e formalismo de la colectividad microcanonica define latemper-

atura T apartir de la ecuacion:
1 oS
i e 3
r= ()., ®

que es una formula previamente conocida en termodinamicasi identificamos U con la
energia interna. De esta manera, la colectividad microcanonica enlaza la descripcion
microscopica dada por e hamiltoniano con las propiedades termodinamicas observ-
ables. La formula anterior nos da la temperatura como funcion de U, N, V, pero es
més usual despejar la energiainternaU (7', N, V') y obtener asi mismo la entropia co-
mo funcibn de las mismas variables S(7, N,V) = S(U(T,N,V),N,V). A partir
de agui podemos definir la energia libre del Helmholtz F/(7, N,V') = U(T,N,V') —
T S(T,N,V)y usar el aparato matemético de derivadas parciales de latermodinamica
para obtener todas las propiedades del equilibrio a partir de cualquiera de los poten-
cialestermodinamicos S, U, F'.

Es bien sabido que aparte de la colectividad microcanbnica, es posible usar otras
colectividades, 1a canbnica o la macrocanoénica, por gemplo, y obtener |os mismosre-
sultados en el caso de que el nUmero de constituyentes N sea grande, entendiendo por

LAdoptamos € punto de vista cuantico, que es algo més natural, puesto que el conjunto de posibles
estados es en general discreto numerable. En la version clasica deberiamos cambiar las sumas sobre
estados por integrales en el espacio fasico.



grande N ~ 10?3 o, formalmente, en €l limite N — oo. Veremos ahora que es posible
ampliar grandemente & conjunto de colectividades para las cuales reproducimos los
resultados de la microcanénica.

Una manera conveniente de deducir otras colectividades es la reformulacion de
Jaynes de la mecanica estadistica. Segun esta formulacion, las probabilidades p,, de
los microestados se obtienen mediante un proceso de maximizacion de la entropia
definida mediante el funcional:

S = —kp me lnpm (4)

Lamaximizacionde S se hade conseguir siempre conlascondicionesdeque ", p,, =
1, p,, > 0y otras que dependen del tipo de colectividad escogida. La colectividad mi-
crocanodnica escoge como condicion adicional que E,,, = U, un nUmero prefijado. La
colectividad canbnicausalacondicion adicional ", p,, E,, = U. Nosotros escogemos
como condicional adicional

> P ®(En) = (V) ()

siendo () unafuncion daday U un valor prefijado que haremos corresponder con
laenergiainterna. Si ®(£) = E recobramos la colectividad canonica. Llamaremos a
lanueva colectividad la* ®-candnica’.

La solucion del problema de maximizacion de la entropia con las condiciones an-
teriores eq[1]:

o B2 (Em) 6
Pn= (6)

donde Z(3) eslafuncion de particion definida mediante:
Z =Y e PO, ©)

En estas ecuaciones, 5 es un multiplicador de Lagrage que se obtiene mediante la
ecuacion (5):
X, O(Ey)e P Em)

V) = = ®
gue es compl etamente equivalente a
OlnZ
o) =~ (%557) ©
B Jny

algo més sencilla de usar, en la practica.
Una vez tenemos | as probabilidades p,,,, la entropia se puede encontrar de (4) o de
laformula equivalente

I(B'1In 2)

s ( o3 1)

) = kg [In Z + BO(U)] . (10)
N,V
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Pareceria que yatenemos|os potencial es termodinamicosy que, por tanto, yapode-
mos empezar a derivar para deducir las propiedades termodinamicas. Sin embargo,
antes de ello, es esencia conocer larelacion entre el parametro (5 y latemperatura.

Para ello, adoptamos como vélida (como no podia ser de otra manera dada su
amplia verificacion experimental) la relacion (3). Derivando (10) con respecto a U, y
después de un cuidadoso calculo?, obtenemos

oS ,
<@>N7V — k() (1)
gue nos lleva aidentificar:
1
b= kT (U) (12

y permite expresar lospotenciales S'y U enfunciondelasvariablesT', N, V'y proceder
entonces de la manera usual .

Veremos en | os gjempl os siguientes como la aplicacion de lacol ectividad $-canonica
produce los mismos resultados que la microcanonica para una gran variedad de fun-
ciones®( E) y, en particul ar, obtenemos|os mismos potencia estermodinamicos £, U, S
como funcion de las variables T, N, V. Este resultado puede parecer sorprendente, ya
gue la manera de proceder y, en particular, las probabilidades asignadas a cada estado
|m) son muy diferentes en la colectividad microcanonica o en la nueva colectividad
d-canobnica, comparese (1) con (6). Laexplicacion, archirrepetida en los libros de tex-
to en el caso de la colectividad canbnica[2], es que lo que es relevante fisicamente no
es tanto la probabilidad del estado |m), que es inaccesible experimentalmente, sino la
probabilidad P(E) de que € sistematenga unaenergia E. En cualquiera de los casos,
esto esigual ala probabilidad de que un estado |m) tenga energia £ multiplicado por
el nlmero de estados con energiaigual a E. Esdecir: P(E) = Q(E)p,, con £, = E.

Por ladefinicion de p,, en la colectividad microcanonica, es claro que

Py (E) = 6(E-U) (13)

(el subindice M hace referencia a la colectividad microcanonica) mientras que en la
colectividad ®-canbnica es

Py(E) = Q(E)eP*®) /2 (14)

(el subindice ® hace referencia a lafuncion ®(E) escogida). En principio, Py (E) y
Py (E) parecen ser dos funciones muy diferentes. Sin embargo, resultan ser la misma
funcion en e limite de un sistema con muchos constituyentes, N — oo. Hay varias
maneras de demostrar esto. Una es la de calcular |as fluctuaciones de la energiaen la
colectividad ®:

oo(U)

9B

2Recordemos que 3 es funcion de U através de la ecuacion (8).

o*[P] = (®7) — (®)* = (15)
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El valor relativo de |as fluctuaciones se mide como o[®]/(®). Una sencilla estimacon
de 6rdenes de magnitud, en el caso que laenergiainterna U seaproporciona a nimero
de constituyentes N, lleva a que cuando N — oo es o[®]/(®) ~ N~V/2 — 0. De
maneraquelaanchuradeladistribucion P( E) escompletamente despreciablefrentea
valor medio parasistemas macroscopicosparalosque N ~'/2 ~ 10~'2. Si dibujaramos,
en un papel de unos pocos centimetros, P () como funcion delaenergia E de manera
que el valor medio U estuvieraen el centro de la gréfica, laanchura de la distribucion
seriamenor que e tamaino del &omo de hidrégeno, es decir, seria a todos los efectos
practicos una funcion delta de Dirac®: Py(E) — J(E — U). En estas condiciones
los resultados que obtenemos de la distribucion ®-candnica coinciden con los de la
microcandnicay, por tanto, con los de la candnica.

¢Todavia no lo creemos? Veamos un g emplo. Consideremos el gasideal no rela
tivistaen dimension d = 3. Como los microestados tienen energias muy cercanas entre
si, las sumas sobre estados de una funcion arbitraria f ( £') se pueden substituir por una
integral[3]:

S f(Bn) — [ dBg(E)I(E) = C(N.V) [T 4E BV f(E) (18

siendo g(E) = C(N,V)E3N/271 con C(N,V) = pm?{j_f{;ﬁ}wp, la densidad de
estados (hemosincluido el factor V! que da cuenta de manera aproximada de laindis-
tinguibilidad de las particul as seglin la cuenta correcta de Boltzmann).

Elegimos la funcion ®(E) = E? con ¢ > 0 arbitrario. Es claro que el caso ¢ =
1 se reduce a usual de la colectividad canonica. La funcién de particion se calcula

facilmente:

wa=0mm0[deEWﬂAgww:9E§Kh<%g>ﬁmmq 1

Larelacion entre laenergiainterna U y €l parametro 5 se obtiene de (9):

3N

=505 (18)
y larelacion entre 5 y latemperatura de (12):
B (19)
kgTqUda1
gue substituidaen (18) llevaa
%:%@T (20)

un resultado bien conocido.

SEstrictamente hablando, la distribucion delta de Dirac es vélida paralavariable intensiva E/N.



Calculemos ahora la entropia usando (10)

izln,ZJrﬁUq (21)
kg
S usamos ahora (17) y (18), y utilizamos la aproximacion de Stirling InT'(z) ~
rlnz — x,validaparar — oo, podemos simplificar esta expresion a

S WCcWw,Vv) 3 Ing

‘lhy - 24 22
Nkg R R (22)

que coincide con € resultado microcandnico S = kg lng(U) savo términos (como
el (ltimo de la ecuacion anterior) gue son completamente despreciables en el limite
N — .
Como comprobacion de la equivalencia, podemos calcular las fluctuaciones de la
energia usando (15): o N
217791 — __q — 3
o’ [U] = 95~ 2P (23)

gue, efectivamente, tienden a0 cuando N — oo, demostrando la equivalencia entre
colectividades.

Por tanto, hemos visto que podemos usar la distribucion e=#F* con g # 1y re-
producir los resultados estandard de e %% La siguiente pregunta es ¢por qué usamos
siempre e#¥? Hay una muy buena razon para ello ya esgrimida por Gibbsy es, nada
més y nada menos, que la sencillez en €l célculo. Para sistemas ideales, el hamilto-
niano se escribe como suma de hamiltonianos individuales H = Y, H; y para estos
sistemas el factor de Boltzmann se desacopla en producto de términos independientes
y se simplifica grandemente el calculo de lafuncion de particion.

Sin embargo, si no tenemos esta propiedad aditiva, no tiene por qué ser necesari-
amente mejor € factor de Boltzmann que algin otro factor. Veamos otro ejemplo: €
model o de Ising con interacciones de largo al cance:

y lasfluctuaciones relativas

2

N 1<i<j<N

Aqui, S;,i =1,..., N sonvariables de Ising que pueden tomar losvalores S; = +1y
localidadas en los nudos 7; de unared regular. En este hamiltoniano todas la variables
interaccionan con todas las demas independientemente de su posicion en la red. Se
puede escribir también como:

J N
H=J- % (Zs) (26)



Es posible utilizar tanto la colectividad microcanbnica como la canbnica para obtener
las propiedades del equilibrio de este sistema. En particular, €l calculo en la colectivi-
dad canonicaes complicado porque utilizalatransformacion de Hubbard—Stratonovich
y unaintegracion por punto de silla[4]. Es mucho méas sencillo utilizar nuestra colec-
tividad ®-canbnica con ®(E) = (J — E)/2. Lafuncion de particion es

z= Y  SVIEZLS (27)

S1=+1,..,Sy==+1

Como las sumas se desacoplan, se pueden hacer de manerartrivial

N
J
2 cosh (ﬁ \/;) ] (28)
Laenergiainterna se obtiene de (9)

(J—U)Y? = —N\/% tanh (5\/%) (29)

Si ahora obtenemos larelacion entre 5 y latemperatura 7" usando (12)

Z =

—2(J — U)Y?
= 30
g T (30)
obtenemos la energia en funcion de la temperatura como la solucion de la ecuacion
trascendente:

2
(J —U)Y? = V/JN tanh (kB—T %(J — U)) (31)
que es e resultado ya conocido por otros métodos. Si definimos u = J‘]f,]) yT,. =
2.J/kp, esta ecuacion se escribe:
T,
u'/? = tanh (%ulﬂ) (32)

Fijémonos que esta ecuacion tiene soluciones no nulas solamente para 7’ < 7., la
temperatura critica de este modelo. Por Gltimo, podemos calcular |a entropia de (10)

S T, mﬂ T.
Nin In {2 cosh (Tu U (33)

Asi pues, hemos visto como es posible reobtener las propiedades del equilibrio de
un sistema fisico usando el arbitrario e #®(%) en vez del factor de Boltzmann, e %,
Mientras en la gran mayoria de ocasiones sera méas sencillo usar €l conocido e=#¥, no
€S menos cierto que hay algunos casos en |os que es mas facil utilizar e =#**) con una
funcion ®(E) ad hoc.



Queda una tltima objecion. ¢No es verdad que se ha medido experimentalmente
el factor de Boltzmann? Por g emplo, ¢no se hamedido la distribucion de vel ocidades
de las moléculas de un gas y verificado muy precisamente que las velocidades estan

distribuidas segln e 7577 7 Es ded r, ¢no se ha verificado experimentalmente la ley
e~¢/ksT cuando £ eslaenergia de una molécula? Sin duda. Pero este resultado no im-
plica que la distribucion de energiadel conjunto de las moléculas del gas sea también
e P/ksT  Hay que distinguir entre la distribucion de energias de todo € gasy la de
una molécula. La tnica distribucion medible de energia del conjunto de las moléculas
del gasesd(E — U) siendo U laenergiainterna, y 1os experimentos nos dicen que la
distribucion de energias para una molécula es e=¢/%57 | ;Podemos compaginar ambos
resultados?

No hay ninguna contradiccion. Imaginemos que el sistema global esté descrito por
la distribucion de probabilidad e ~#®(¥) | Aislemos ahora una pequefia parte del sistema
global (por gemplo, una molécula en e caso de un gas) y calculemos la probabili-
dad de &, la energia de esa pequea parte. Para ello separamos la energia total como
E = E' + £ siendo £ la energia de la moléculay E’ la de todo el sistema sin la
moléculaen cuestion. Como £ <« E’ desarrollamos ®(E) = ®(E') + @' (E)E+...y
reemplazamos en la distribucion e =#*(F) = ¢=A®(E") =0 (E¢  Recordemos ahora la
ecuacion (12) donde podemos substituir la energia total U por E’. Esto nosllevaala
distribucion e #®(E)e=¢/kT Integrando |as variables que no dependen de la molécu-
la, nos queda que la distribucion de £ es e~¢/%57 independientemente de la forma
delafuncion ®(E) y en acuerdo con |os resultados experimentales. Asi que sea cua
sealadistribucion e #*(¥) validaparael sistemaglobal, ladistribucion de energia para
una pequefa parte del sistema sera siempre e~¢/#57 . Un resultado a recordar cuando
se sugieren distribuciones alternativas para encontrar distribuciones en forma de leyes
de potencias para magnitudes que dependen de un solo grado de libertad.
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